MODELOS DE
LA PROPAGACION

DE ENFERMEDADES
INFECCIOSAS

Fred Brauer Diego Chowell

Carlos Castillo-Chavez Baltazar Espinoza

Elmer De La Pava Paula Gonzalez Parra
Kamal Barley Carlos Hernandez Suarez
Carlos W. Castillo-Garsow Victor Moreno




Fred Brauer

Carlos Castillo-Chavez
Elmer De La Pava

Kamal Barley

Carlos W. Castillo-Garsow
Diego Chowell

Baltazar Espinoza

Paula Gonzalez Parra
Carlos Hernandez Suarez
Victor M. Moreno

Modelos Para La Propagacion De
Enfermedades Infecciosas

10 de diciembre de 2014

Universidad Auténoma de Occidente






MODELOS PARA LA PROPAGACION DE ENFERMEDADES INFECCIOSAS /Carlos Castillo-Chéavez [et.al].

Cali: Universidad Auténoma de Occidente, 2014

Contiene referencias bibliogréficas.
ISBN:978-958-8713-65-6

570.151 - dc23

MODELOS PARA LA PROPAGACION DE ENFERMEDADES INFECCIOSAS

Fred Brauer (brauer@math.ubc.ca)
Department of Mathematics
University of British Columbia
Mathematics Road 1984

Vancouver, BC V6T 1Z2

Carlos Castillo-Chavez (ccchavez@asu.edu)
Kamal Barley (kbarley@asu.edu)

Diego Chowell (dchowell@asu.edu)
Baltazar Espinoza (bespino6@asu.edu)
Victor M. Moreno (vmmoren4@asu.edu)
Simon A. Levin Mathematical, Computational
and Modeling Sciences Center (SAL MCMSC)
Arizona State University

PO Box 873901

Tempe AZ 85287-3901

USA

©2014 Universidad Auténoma de Occidente

ISBN 978-958—-8713-65—6
Primera edicién, diciembre de 2014

Gestién editorial

Elmer de la Pava Salgado (epava@uao.edu.co)
Paula A. Gonzalez Parra (pagonzalez@uao.edu.co)
Departamento de Matemdticas

Universidad Auténoma de Occidente.

Cali, Colombia

Carlos W. Castillo-Garsow (ccastillogarsow@ewu.edu)
Mathematics Department

Kingston Hall 216

Eastern Washington University

Cheney WA 99004-2418

USA

Carlos Hernandez Suarez (carlosmh@mac.com)
Facultad de Ciencias

Universidad de Colima

Colima, 28040, Mexico

Programa Editorial Direccién de Investigaciones y Desarrollo Tecnolégico

Jefe Programa Editorial
Jorge Enrique Salazar Ferro

Coordinacién Programa Editorial
Claudia Lorena Gonzdlez Gonzilez

Correccién de estilo
Juliana Caicedo Duran

Impresién
Carvajal Soluciones de Comunicacién

Universidad Auténoma de Occidente Km. 2 via a Jamundi ~Conmutador: 3188000 A.A. 2790

Cali, Valle del Cauca —Colombia
www.uao.edu.co

El contenido de esta publicacién no compromete el pensamiento de la Institucién,

es responsabilidad absoluta de sus autores.

Impreso en Colombia
Printed in Colombia


brauer@math.ubc.ca
ccchavez@asu.edu
kbarley@asu.edu
dchowel1@asu.edu
bespino6@asu.edu
vmmoren4@asu.edu
epava@uao.edu.co
pagonzalez@uao.edu.co
ccastillogarsow@ewu.edu
carlosmh@mac.com




Para todos los jovenes de habla hispana que tienen
curiosidad acerca del mundo en que viven y pretenden
cambiarlo mediante el descubrimiento de nuevos
conceptos utilizando maltiples disciplinas cientificas.



VIII

Los autores pretenden mediante la presente coleccién de apuntes ofrecer una introduccién al
modelaje Matematico, el cual es una herramienta versatil para explorar diferentes tipos de
problemas de interés cotidiano, que incluyen pero no se limitan a las siguientes disciplinas
cientificas: Sostenibilidad Ambiental, Epidemiologia, Dindmica poblacional, etc.

Asi mismo, se ofrecen diversos recursos que permiten al estudiante profundizar en las téc-
nicas utilizadas en el modelaje Matematico, para usarlas como herramientas en la resolucion
de problemas de indole social o cientifica.

Uno de los recursos recomendados es el repositorio del Instituto de Matematicas y Bilogia
Tedrica (MTBI) de la Universidad estatal de Arizona (ASU):
https://mtbi.asu.edu/research/archive

Through this collection of notes, the authors wish to provide an introduction to Mathe-
matical Modeling. The idea is to make this tool available to young students who are eager
to explore a wide variety of problems that are affecting our everyday life such as: problems
in Sustainability, Epidemiology, Ecology and Population Biology, etc.

At the same time, the authors wish to provide a plethora of resources to aid in the un-
derstanding and conceptualization of the techniques used to solve real life problems through
Mathematical Modeling.

The recommended resources include many papers published by the authors (available
on-line free of charge) and the Arizona State University’s Mathematical and Theoretical
Biology Institute’s repository (MTBI) at : https://mtbi.asu.edu/research/archive


https://mtbi.asu.edu/research/archive
https://mtbi.asu.edu/research/archive

Prefacio

La Biologia evolutiva y sus divisiones: la Biologia moderna, la Ecologia, la Epidemiologia,
la Genética, entre otras; son parte del desarrollo de la Biologia actual. Es importante destacar
que la relacién de la Biologia Evolutiva con cada una de estas areas que estructuran la
Biologia moderna, es sistémica o mejor, holistica. Este sistema se entiende como una unidad
cuyos elementos interactian juntos, ya que continuamente se estan afectando unos a otros,
de modo que avanzan hacia una meta comun, la conservacién de las especies. Esta estructura
sistémica, obliga a tener presente todas las interrelaciones dentro de estas disciplinas para
la comprensién de sucesos de tipo bioldgico que hoy afectan a la humanidad, como el VIH,
la resistencia a los medicamentos por parte de los parésitos y gérmenes, etc.

Una importante herramienta que ha generado mucho desarrollo dentro de cada una de
las disciplinas de la Biologia Moderna, ha sido la matematica acompanada de la estadistica
y la computacion. Hoy se estudian algunos problemas biolégicos en la interseccién de estas
disciplinas; cada una tiene definido su objeto de conocimiento y, en cuanto a su método,
se ubican en dos campos disjuntos: el teérico y el experimental. Asi, hoy se cuenta con
un enfoque interdisciplinario para el estudio de los problemas biolégicos donde la Biologia,
origina los problemas y la Matematica, aporta el método de estudio.

Grandes epidemias han afectado a la poblacion humana a lo largo de la historia. Muchas
poblaciones han sido incapaces de protegerse de microbios y gérmenes; de alguna manera
u otra todos hemos vivido los efectos de la pandemia del SIDA, del resurgimiento de la
Tuberculosis (TB), el dengue y la malaria, de las muertes causadas por el virus AHINI, el
SARS, etc.

;Puede la Matematica ayudar en el entendimiento de la propagacion de este tipo de enfer-
medades? ;Como modelar matematicamente la epidemia de la violencia y sus consecuencias
en la salud? La matematizacion de la Biologia, permite explicar y predecir el comportamien-
to de algunos sistemas complejos, lo que también permite encontrar soluciones a algunos
problemas ambientales y poblacionales. El hecho que ahora la Matematica tenga tal impor-
tancia en algunas dreas de la Biologia, y se hayan desarrollado areas como la “Epidemiologia
Matematica” o la “Ecologia Matematica”, por ejemplo; tiene que ver con la necesidad de
un enfoque multidisciplinario en la soluciéon de problemas de tipo biolégico. Tal enfoque ha
requerido el uso de modelos matematicos y de simulacién, como una herramienta conceptual
con la cual se pueden describir, explicar y predecir comportamientos especificos. Podemos
establecer que actualmente la matematica aplicada es una herramienta poderosa para lo-
grar entender la dindmica de estos problemas y predecir los posibles efectos de las diferentes
alternativas de solucién.

En este libro se pretende mostrar los principales aspectos de la modelizacién matematica
en epidemiologia. El presente libro contiene material més que suficiente para entender el
tipo de problemas aqui planteados. El objetivo es motivar a los jévenes estudiantes de la
utilidad del modelado matematico. Fred Brauer dice: “ lo ideal seria ensenar el arte de la
elaboracién de modelos matematicos, pero que este arte es dificil de ensenar y es mejor
aprender con la practica". Por esta razén se han presentado muchos ejemplos con todas las
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herramientas matematicas necesarias para la comprension del tema tratado. Se espera que
con el estudio de estos ejemplos, se adquieran buenas ideas sobre el proceso de elaboracion
de modelos matematicos.

Los dieciséis capitulos de esta monografia pertenecen a lo que podriamos identificar co-
mo la Epidemiologia Matemaética cldsica. Como los objetivos de esta monografia son proveer
una version en espanol para aquellos cuyo conocimiento de otras lenguas sea limitado, he-
mos decidido incorporar capitulos sobre estimacién de parametros, y breves capitulos sobre
modelos estocasticos, incluyendo una introduccién breve a la probabilidad.
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Introduccion

El presente trabajo es una coleccién informal de notas en las que se muestran técnicas
utilizadas en el andlisis matematico de modelos epidemiolégicos a nivel poblacional. Es a
través de la modelacién de procesos biolégicos que la epidemiologia tedrica recibe su mayor
aporte. Si bien estamos convencidos que en los siguientes capitulos se presentaran suficientes
modelos interesantes para atraer e inspirar a los matematicos, cabe mencionar, que el prin-
cipal objetivo de estas notas es el de motivar e interesar a estudiantes e investigadores de
las Ciencias Bioldgicas en el uso generalizado de modelos matematicos como herramientas
poderosas y ttiles en el estudio de procesos epidemioldgicos. Es por ello que se enfatiza que
el origen de la Epidemiologia Matematica o tedrica se debe, en gran parte, al trabajo de
médicos que como Ross [1] y McKendrick [2], se enfrentaron directamente al estudio de la
transmisiéon y control de las enfermedades infecciosas usando modelos matematicos. Estamos
convencidos que s6lo con la interaccion sostenida entre epidemiolégos tedricos, matematicos
y profesionales de la salud, se puede garantizar la utilidad del uso de la epidemiologia tedrica
como una rama legitima e indispensable de la investigaciéon epidemiolégica.

En la actualidad, aproximadamente uno de cada tres seres humanos es portador de macro-
pardsitos (vedse a Anderson [3]). El hecho que miles de millones de individuos sean afectados
directamente por macro-parasitos, y que la mayoria de estos individuos vivan en paises en
desarrollo con recursos muy limitados, demanda la planeacion efectiva de programas de
salud publica. Los modelos mateméaticos constituyen una herramienta util y econémica en
la planeacion y evaluacién de una gran variedad de programas de salud publica. Ademas,
dichos modelos son ttiles en estudios epidemiolégicos de campo, dado que el costo de estos
ultimos es muy elevado y, por consiguiente, el uso de modelos matematicos puede convertirse
en la opciéon més econdmica y efectiva.

Los modelos tedricos incluidos en esta coleccién son de utilidad general, pero no deben ser
aplicados directamente a situaciones particulares. La biologia no es como la fisica; los detalles
y la variabilidad son fundamentales en muchas ocasiones. La epidemiologia, en un sentido
general, es una area de investigacién interdisciplinaria, y el estudio de problemas de interés
social requiere la participacion de individuos con habilidades y talentos diferentes; el estudio
de la propagacion del SIDA ha ilustrado esta situacién en forma definitiva. Sociblogos,
economistas, matematicos, epidemiélogos, administradores de programas de salud publica,
médicos y estadisticos, integran sus conocimientos y puntos de vista con un motivo tnico:
la erradicacién del SIDA.

La investigacién hacia enfermedades de importancia social y econémica, proporciona una
manera de contribuir directamente a la sociedad e indirectamente a la comunidad cientifica.
Las experiencias de Ross [1] y McKendrick [2] indican que la modelacién de enfermedades
infecciosas especificas, relacionando estudios epidemiolégicos de campo y sociolégicos locales,
no sélo proveen una area de investigacién relevante, sino que ademés garantizan problemas
cientificos relevantes.

Algunos libros de matematicas aplicadas, a menudo concluyen con una serie de problemas
de investigacién; la mayoria de estos problemas son de tipo matemético, es decir, matema-
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ticas aplicadas a las matematicas. Estudiantes genuinamente interesados en las aplicaciones
encuentran naturalmente este tipo de problemas irrelevantes. Este tipo de estudiantes debe
iniciar sus proyectos de investigacién con preguntas bioldgicas como: ;Cual es el efecto de
periodos largos y variables de infectividad en la transmisién del SIDA?, ;Cudl es el efecto
del uso generalizado de antibidticos en la distribucién de cepas resistentes a los antibidticos
en el caso de la gonorrea?; o ;Cudl es el efecto de la especificidad en preferencia de vectores
por diferentes tipos de hospedarios en la dinamica de infecciones como malaria, dengue, o
leishmaniasis?

El estudio continuo de problemas de este tipo (es decir, el estudio de preguntas de la
epidemiologia tedrica), nos lleva réapidamente a la frontera del conocimiento biolégico, ma-
tematico, y estadistico. Preguntas de tipo méas practico como las relacionadas con el disefio,
la aplicacién y evaluacion de medidas de control, también nos llevan rapidamente a la fron-
tera de estas dreas (vedse a [4, 5, 6, 7]).

Estas notas estan orientadas a proveer a nuestros lectores las herramientas matemaéticas
basicas para la iniciacién de investigaciones en epidemiologia. Todo nuestro esfuerzo sera
compensado si los modelos y métodos descritos aqui, motivan a algunos estudiantes de
matematicas o de biologia a trabajar en cuestiones relevantes a la epidemiologia teérica y
aplicada, haciendo uso de modelos matematicos. Los problemas son fascinantes, su soluciéon
importante, y los desafios y dificultades tedricas (matemadticas y bioldgicas) que presentan,
son una fuente inagotable de conocimiento nuevo.

Estas notas son una introduccién a la epidemiologia matematica, y un bosquejo de los
avances mas recientes en esta area de la biologia tedrica. Los primeros cinco capitulos cubren
aspectos fundamentales de la modelacion, y el andlisis matemédtico de procesos epidemioldgi-
cos a nivel poblacional. El sexto capitulo cubre, en un nivel elemental, modelos epidemiolé-
gicos con poblacion variable cuyo estudio ha despertado gran interés tedrico recientemente.
El séptimo capitulo discute modelos aplicables a la transmisién del paludismo. Este tipo
de modelos es de inmensa tradicién historica, pues a través de su formulacién y andlisis se
fundaron las bases de la epidemiologia tedérica moderna a nivel poblacional. La dinamica del
paludismo es una fuente constante de inspiracién para bidlogos teodricos y biomatematicos.

El octavo capitulo aplica la teoria desarrollada en los primeros seis capitulos a la for-
mulacién y el andlisis de modelos tedricos sobre la propagacion del SIDA en poblaciones
homosexuales. El noveno capitulo y el décimo capitulo estan intimamente relacionados. El
noveno capitulo introduce un modelo bastante general para la propagaciéon de la gonorrea en
poblaciones heterosexuales con modos arbitrarios de apareamiento, mientras que el décimo
capitulo presenta un sistema axiomatico para la descripcién de estos modos de apareamien-
to. Una férmula general que describe cualquier modo especifico de apareamiento como una
perturbacién arbitraria de modos aleatorios de apareamiento es derivada. Tales perturbacio-
nes son una funcién de las preferencias en el apareamiento de los individuos de los distintos
grupos bajo consideracién, y por consiguiente dependen de una serie de factores incluyendo
raza, nivel socieconémico, edad, etc. El estudio de modos de apareamiento y su aplicaciéon a
procesos epidemiolégicos, es una de las areas de investigaciéon mas activa de la epidemiologia
matematica en la actualidad. El capitulo 10 presenta resultados analiticos obtenidos recien-
temente en el estudio de modelos matematicos para la propagacion sexual del SIDA. Estos
modelos incorporan la infectividad como funcién de la duraciéon de la infeccion, es decir la
infectividad variable.

El capitulo 11 presenta un modelo discreto de transmision de influenza, se incluye ademas
un problema de control optimo que se resuleve usando la versién discreta del principio de
Prontyagin, Finalmente se considera la estimacién de parametros asociados al problema
usando minimos cuadrados y minimos cuadrados generalizados. El capitulo 12 presenta
herramientas béasicas para construir modelos probabilisticos, mientras que los capitulos 13
y 14 aplican estos conceptos a la construccién de modelos en epidemiologia y a la dispersion
espacial de agentes biologicos. La epidemiologia tradicionalmente describe la propagacion
de enfermedades infecciosas a nivel poblacional [8, 9]. En el capitulo 15 nos enfocamos
brevemente en la dindmica del virus en un distinto nivel: a nivel del sistema del individuo
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que esta infectado por alguna enfermedad infecciosa. En este capitulo se describe como el
virus se transmite de célula a célula. El capitulo 16 expone el principal problema pedagdgico
en la ensenanza del modelaje matematico: la interpretacién adecuada del problema. Enfatiza
ademas, la importancia del aprender a realizar modelos matematicos y comprender algunas
debilidades del modelaje matematico al afrontar un problema de la vida real.






Capitulo 1
Modelo de Kermack y McKendrick

Modelo de Kermack y McKendrick

El articulo cldsico de Kermack y McKendrick [2] ha sido muy influyente en las tltimas
cinco décadas. Su modelo SIR, Susceptible-Infeccioso-Recuperado y sus variantes, se han
convertido en prototipos de sistemas no lineales utilizados no sélo por los estudiantes intere-
sados e informados sobre las aplicaciones de las matematicas a la biologia, sino también para
explicar a los responsables de las politicas, epidemidlogos y expertos en salud publica sobre
la importancia del estudio de la dindmica de las enfermedades transmisibles. Los campos de
la salud publica y la epidemiologia han sido dominados, por buenas razones, por el uso de
modelos estadisticos. Sin embargo, como se espera ilustrar en este libro, el uso de modelos
dindmicos aporta una nueva dimensién, ya que permite a tedricos y practicos la posibili-
dad de formular nuevas preguntas dentro de un marco que permite explorar el impacto de
intervenciones en la dindmica de la transmisién de enfermedades contagiosas. Ademads, los
modelos utilizados (a diferencia de, por ejemplo, las correlaciones) deben dar cuenta de los
mecanismos responsables de los patrones observados en la transmisién de una enfermedad
contagiosa. Este proceso ayuda a identificar, cuantificar, evaluar e implementar politicas de
intervencion dirigidas a reducir el efecto de la epidemia o incluso de brotes pandémicos a
través de la reducciéon del impacto de tales mecanismos.

Consideremos una poblacién en la cual un ntmero reducido de sus miembros padece
alguna enfermedad infecciosa que se puede transmitir a otros miembros de la misma pobla-
cién [2]. El objetivo que perseguimos ahora es determinar qué proporcién de la poblacion
total sera infectada y por cuanto tiempo, usando un modelo matematico que incorpore en
su estructura los mecanismos de transmisiéon que consideramos importantes. Iniciamos la
formulaciéon del modelo dividiendo a la poblacién en tres subclases que seran designadas
con las letras S, I y R. S(t) denotard el ntimero de individuos susceptibles de contraer
la enfermedad al tiempo ¢, I(t) el ndmero de individuos capaces de transmitirla; es decir,
individuos infecciosos, y R(t) el nimero de individuos que han perdido la posibilidad de
ser infectados; ya sea por haber sido convenientemente aislados del resto, por haber sido
inmunizados o por haber fallecido a consecuencia de la enfermedad. R(t) es pues el ntmero
de individuos removidos o retirados de la poblacién al tiempo t. Aunque los factores por
los cuales un individuo entra a este tltimo compartimiento son diversos desde un punto de
vista epidemioldgico, todos son matematicamente equivalentes ya que en nuestro modelo
los individuos en R(t) no contribuyen a la posterior trasmisién de la enfermedad. Como se
observé anteriormente, uno de los primeros modelos elaborados para tratar de explicar los
rapidos cambios (incrementos y decrementos) en las tasas de enfermos durante brotes epi-
démicos, fue propuesto por Kermack y McKendrick en 1927 [2]. Ejemplos sobresalientes de
epidemias que motivaron el desarrollo de este tipo de modelos incluyen la “Gran Epidemia
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de la Peste” en Londres (1665-1666), la epidemia de célera en la misma ciudad (1865) y la
epidemia de peste en Bombay (1906) [8].
El modelo en cuestion es el siguiente

as(t) _

B s,
A0~ ss 1)~ 110,
dR(t) 1

@

y estd basado en las siguientes suposiciones:

I Todas las muertes son causadas por la enfermedad; es decir, la mortalidad por causas
naturales durante la epidemia se considera insignificante. También se supone que durante
el transcurso de la epidemia la tasa neta de crecimiento es cero. Esta suposicién implica
la relacién W =0, de donde se sigue que el tamano total de la poblaciéon es
constante, puesto que los individuos que murieron debido a la enfermedad siguen siendo
contados como miembros de la poblacion. Esta hipétesis es razonable para epidemias de
corta duracién.

I La transmisién de la enfermedad se supone regida por la ley de accién de masas entre
infectados y susceptibles, siendo la tasa de nuevas infecciones proporcional al nimero
total de contactos entre individuos susceptibles e infectados. Esta suposicion es reflejada
en los términos —BS(8)I(t) y BS(t)I(t) en las ecuaciones para S(t) e I(t) respectiva-
mente, donde 85(t)I(t) es el nimero de miembros que pasa de la clase susceptible a la
infectada por unidad de tiempo; es decir, lo que los matematicos llaman la incidencia.

111 También se pude suponer que la transmisién de la enfermedad esta regida por lo que
ahora llaman “incidencia comin” entre infectados y susceptibles, donde la tasa de nuevas
infecciones es proporcional al niimero total de contactos entre individuos susceptibles
y la prop(o;cién infecta(d)a de la poblacion. Esta suposicion es reflejada en los términos

I(t I(t

—BS(t)W y ﬁS(t)W en las ecuaciones para S(t) e I(t) respectivamente, donde

8S (t)% es el nimero de miembros que pasa de la clase susceptible a la infectada por
unidad de tiempo, es decir, lo que los matemaéticos llaman “incidencia”.

v La tasa de remocion de individuos infectados es constante e igual a %; es decir, una
fraccion % de miembros infectados pasa a la clase de removidos por unidad de tiempo.

v En la version del modelo de Kermack y McKendrick descrita en esta seccion, la poblacién
N(t)=S(t)+1(t)+ R(t) es constante y por lo tanto matematicamente hablando no hay
diferencia entre la ley de de accién de masas y la llamada incidencia comin. Sin embargo,
la diferencia conceptual es significativa y de extrema importancia cuando la pobalcién es
variable; es decir, el caso en que la diferencia entre muertes y nacimientos es significativa
(esto es, cuando la seleccién bioldgica actia), véase [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

Del modelo anterior, Kermack y McKendrick (1927) [2] derivaron un teorema que demues-
tra la existencia de una constante adimensional llamada “ndmero de contacto” o “ntimero
reproductivo basico”, cuya magnitud determina si la enfermedad es abatida, y en tal caso el
numero de individuos infectados decrece monotonamente a cero; o si se produce un brote epi-
démico donde el nimero de enfermos crece a un maximo y después decrece a cero. La mayoria
de los modelos epidemiolégicos que han sido estudiados exhiben un fenémeno umbral de este
tipo, véase por ejemplo: [3, 9, 8, 20, 21, 22, 9, 21, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33|
Como S+ I+ R es constante, podemos dividir cada una de las variables dependientes de

nuestro modelo por el tamano total de la poblacién N, y obtener que % + % + % =1. Abu-
sando de nuestra notacién, designaremos a estas nuevas variables %, %, y % con los mismos
simbolos S, I, y R, ya que de esta forma podemos escribir S+ 1+ R = 1. Luego podemos
substituir R =1—.5—1I en el sistema anterior y obtener un par de ecuaciones diferenciales

ordinarias equivalentes:
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ds(t)
—— =—B5I(t
>~ ssit)
dI(t) 1
—>=pSt)I(t)—=I(t
2 =BS(OI() - 1)
De aqui podemos deducir que %gt) <0y %(tt) < 0 para toda ¢ si y solamente si S(t) < %
Esto implica que si S(0) < %, entonces %Sf) < 0 para toda t, por lo que la infecciéon des-
apareceria; pero si S(0) > %, entonces %(tt) > 0 s6lo mientras S decrece hacia el valor %,

d , dI(t) . : : , - L
espués de lo cual =5~ seréd negativa. Si ahora suponemos que un nimero pequeiio de indi-
viduos infecciosos es introducido en una poblacién Unicamente compuesta por susceptibles,
entonces es posible demostrar que el niimero reproductivo béasico esta dado por

Ro = BT.

Obsérvese que en este caso Rg es independiente de la poblacion total N, lo cual tiene
sentido ya que la pobalcién es constante. En el modelo que supone la ley de acciéon de
masas se tendria que Rg = SNT, es decir, una funcién lineal de la poblacién N. Bajo tal
suposicion se tendria que si la poblacién se duplica, entonces el nimero reproductivo basico
se duplicaria. El uso de lay ley de accion de masas en modelos con poblacién variable puede
llevarnos a resultados absurdos — como niimeros reproductivos inmensos en situaciones en
que se desconoce el valor de N. Esta situacién se vié muy clara en el caso del “sindrome
respiratorio agudo severo” (SARS), que es una neumonia atipica que aparecié por primera
vez en noviembre de 2002 en la provincia de Cantén, China ([34, 22]). Luego, a partir
de las relaciones derivadas en el parrafo anterior, si Rg < 1 la infecciéon es eliminada y
si Rg > 1 se produce un brote epidémico. Este resultado es en esencia el contenido del
teorema umbral de Kermack y MacKenrick (1927) [2]. Un andlisis cualitativo del sistema
de ecuaciones diferenciales muestra que los puntos de equilibrio (Seo, I~ ) son soluciones del
sistema algebraico Sooloo =0, oo (8S00 — %) = 0. Por lo tanto, hay una linea de puntos de
equilibrio dada por los puntos de la forma (S,0) donde S es arbitrario, 0 < S < 1. Al
linealizar en la vecindad de un punto de equilibrio de la forma (Sx,0) obtenemos el sistema

du(t) _
dt - _6SOOUa
do(t) 1
dt - (ﬁSOO T)U,
con matriz Jacobiana
0 _BSOO
0 ﬂSoo - %

Los valores propios de esta matriz son entonces 0 y 8So — % , lo que indica que el sistema
linealizado no proporciona informacién 1til sobre el comportamiento cualitativo del sistema
(el valor propio cero significa que la linealizacién es initil para el andlisis del sistema).
Los valores limites S(c0) de cada érbita dependen del valor inicial S(0) > 0. Obsérvese que
S(00) > 0 para todo S(0) > 0, esto significa que durante cualquier brote epidémico no todos
los miembros de la poblacién se infectan, independientemente de las condiciones iniciales.
Este resultado concuerda con la informacién médica registrada para muchas epidemias de
enfermedades comunicables por medio de contactos casuales (catarro, influenza, sarampién,
rubeola o la varicela por ejemplo). No es dificil demostrar que una érbita que conecta el
punto (5(0),0) con el punto (S(00),0) satisface la relacién

S(00) — FlT InS(oc) = S(0) — %mS(O).
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13 : AN

Figura 1.1: Aqui Sp = (5(0,0), S1 = 5—17 y S2 = (5(0),0).

Para ver esto, observemos que

d(S+1—--1nS) 19 1
BT / / ’ /
= I'—-—==8"(1-——)+1TI
7 S+ 55 S'( Y+ 1,

como digt) =—BS(t)I(t) se tiene que

d(S+1—5:1nS)
dt

1 1 r_
= ~BST((1~ 55) = =BT+ _T+I'=0

por lo tanto S(t)+I(t) — £ —In(S(t)) es constante, luego

S(00) +I(00) — (S In(S(oc)) = S(0) + I(0) — %lnS(O),

-

y como I(oo0) =1(0) =0, se sigue que

b 1
pr BT

La relacién anterior se conoce como la “relacién del tamano final” de la epidemia y durante
mucho tiempo se creyé que el cdlculo de dicha relacién para los modelos de una dimensén
superior probablemente no era facil de hacer. El trabajo sobre el SARS [34] aumenté el
interés en analizar modelos de un sélo brote y una gran corriente de investigacion ha surgido
([34, 22]).

La tasa de contacto 8 en el modelo que estamos considerando depende de la enfermedad
particular que se estudia, y por lo tanto, puede también depender de factores sociales y
de comportamiento. En general es dificil estimar 3, o equivalentemente Rg, de una forma
directa. Sin embargo la relaciéon obtenida arriba nos proporciona un manera de calcular
a partir del conocimiento de S(0) y S(oo). Estos valores se pueden estimar en el caso
de enfermedades comunicables, como catarros, influenza, sarampién, rubeola o varicela;
utilizando informacién serolégica (comprobando la existencia de anticuerpos en la sangre de
un individuo). Por ejemplo, supongamos que un brote de influenza ha sido reportado con
S(0) =0,911, y S(oc0) =0,513. A partir de la relacién

S(o0) InS(c0) = S(0) InS(0).
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1 50) ooy = L5
5(0) = S(oc) = 5 (S(0) ~InS(ec) = o g
derivamos
ln%
7T S0 - 5(s0)

y al sustituir los valores de S(0) y S(c0) tenemos que 87 = 1,44. Los valores de Rg para
otras enfermedades como sarampién, varicela o rubeola son mucho maéas altos. El criterio
Ro > 1 también se puede interpretar en términos epidemiolégicos como el requisito de que
la densidad de poblacion susceptible exceda un umbral critico N7, con

para que se produzca un brote epidémico.

Esta interpretacién depende del hecho que la no linealidad que gobierna la dindmica de
la epidemia estd dada por la ley de accién de masas (ii) y, por lo tanto, sélo es ttil en
situaciones donde se conoce el tamafio de la poblacién susceptible y donde la poblacion es
constante. La ley de accion de masas no nos permite generalizar a modelos de poblacién
variable. En el capitulo nueve se describe un sistema axiomético que nos permite construir
generalizaciones de la ley de accién de masas en situaciones donde la poblacion es variable.
Este tipo de generalizaciones se reducen a ejercicios de reescalamiento cuando la poblacién
afectada es constante.

En los estudios hechos para la epidemia europea de rabia en zorros, la evidencia indica
una densidad de poblacién critica de aproximadamente 1 zorro/km?; la rabia no prolifera
en regiones mas escasamente pobladas. Este dato conjuntamente con la esperanza promedio
de vida de 5 dias estimada para zorros rabiosos proporciona el valor de 72 km? /afio para 3.

Para erradicar una infeccién, es necesario reducir el niimero de contactos (o el nitimero
reproductivo basico) Rg por debajo de 1. Esto se logra algunas veces a través de programas
de inmunizacién, los cuales tienen el efecto de transferir miembros de la clase susceptible S,
a la clase de los removidos R, reduciendo por lo tanto Np.

El efecto de inmunizar una fraccién p de la poblacion susceptible total antes de la intro-
duccién de la enfermedad es equivalente a reemplazar N (en este caso N =1) por N(1—p),
y por lo tanto se cambia el nimero reproductivo Rg = 7 por Rg = 87(1 —p). La condi-
ci6n B7(1—p) <1 implica 1 —p < Blj = % op>1— 7% Decimos que una poblacién tiene
“inmunidad de grupo” si una fraccion considerable, p, de la misma ha sido inmunizada de
tal manera que la enfermedad no se propagara si se introduce un caso infeccioso, es decir
Ro(p) < 1. La unica enfermedad para la cual este objetivo ha sido alcanzado a nivel mun-
dial es la viruela. Para el sarampion, datos epidemiolégicos en los EEUU indican que para
poblaciones rurales, Ro fluctia entre 5.4 a 6.3, requiriéndose vacunar del 81.5% al 84.1% de
la misma poblacién para alcanzar inmunidad de grupo. En areas urbanas, Rg se ubica entre
8.3 y 13.0, requiriéndose vacunar del 88% al 92.3% de la poblacién para lograr un efecto
similar. En Gran Bretafia, el nimero reproductivo para el sarampion varia entre 12.5 y 16.3
requiriéndose vacunar del 92% al 94% de la poblacién. Como la eficacia de la vacuna para
el sarampién en nifios de 15 meses de edad es aproximadamente del 95%, es practicamente
imposible lograr inmunidad de grupo para esta enfermedad. Si se vacuna a nifios menores
de 15 meses entonces se corre el peligro de vacunar a nifios que atn estan protegidos por los
anticuerpos maternos y que por lo tanto, no son protegidos por la vacuna. El valor de Rg
para la viruela fue relativamente bajo comparado con el del sarampién y requirié una inmu-
nizacién del orden del 80%. La gravedad que este padecimiento puede alcanzar determind
que la comunidad internacional pusiera en préactica un programa intensivo de vacuna a ni-
vel mundial para obtener este grado de inmunizacion. La Organizacién Mundial de la Salud
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ha establecido programas de vacunacién similares con el objetivo de eliminar la poliomielitis.

Los modelos matematicos que acabamos de describir nos indican cual es la proporcion de
individuos que se debe vacunar para obtener inmunidad de grupo. Si bien estos resultados
son utiles, estos estdn basados en la ley de accién de masas (en modelos con poblaciones
constantes), es decir, se supone que todos los individuos se comportan de la misma manera.
Los contactos no sélo ocurren al azar sino que ademas todos los individuos tienen el mismo
ntmero promedio de contactos (saludos de mano, abrazos, etc.) por unidad de tiempo. Es
decir, la politica de control de infecciones sugerida (inmunidad de grupo) por estos modelos,
estd basada en modelos donde todos los individuos son idénticos. La realidad es diferente y
por consiguiente, no fue tan facil erradicar a la viruela. No sélo se necesité vacunar a un gran
porcentaje de la poblacién sino que, ademaés, se tuvieron que crear programas especiales para
erradicarla en regiones rurales. Es decir, el modelo original indicé que era posible erradicar
la viruela y nos di6 una cifra aproximada (80%) para apoyar esta prediccién. Sin embargo
la implementacién efectiva de este programa requirié la creacién de un programa de accién
que tuvo que tomar en consideracién las caracteristicas particulares de cada sub-poblacién
afectada. El hecho de que para lograr inmunidad de grupo en el caso del sarampién se re-
quiera vacunar al 95% de los niflos de 15 meses (de acuerdo con el modelo més simple)
sugiere que la situacion es todavia mas compleja si se desea erradicar al sarampién. Esta
situacién genera preguntas diferentes. Por ejemplo, crear inmunidad de grupo es casi im-
posible en el caso del sarampion, particularmente en paises en desarrollo, entonces, ;cudles
son las consecuencias de vacunar solamente al 60%? En los siguientes capitulos se discutira
brevemente la relacién entre el promedio de edad de los individuos durante la infeccién (edad
promedio de la primera infeccién) y posibles programas de vacunacién. Se observard que en
situaciones donde no es posible obtener inmunidad de grupo, el promedio de la edad cuando
se sufre la primera (y usualmente la tnica) infeccién aumenta. Por lo tanto, el vacunar a un
numero reducido de individuos puede resultar en efectos negativos para toda la poblacion
en consideracién, si los efectos de la infeccién son més serios para adultos que para ninos.
Por ejemplo, si se vacuna a un porcentaje alto (pero no lo suficiente para obtener inmunidad
de grupo) de nifnos contra la rubeola entonces los individuos no vacunados (nifios, jévenes,
y adultos) que se infectan tendrdn una edad promedio més alta cuando sufren la infeccién
que si hubieran sido miembros de una poblacién donde no se vacuné a nadie. Por lo tanto
habrd mucho mas jovencitas que se infectan de rubeola durante su edad reproductiva, la
rubeola es muy peligrosa en las mujeres embarazadas ya que puede ocasionar defectos en
los fetos. No vacunar, puede ser, bajo ciertas condiciones, la mejor politica para el bienestar
de todos. Pero, ;como se podria establecer esta politica en una democracia? jseria capaz la
clase media de dejar de vacunar a sus ninos para el bienestar de todos los ninos?

Desde la publicacién del modelo Kermack y McKendrick en 1927 [2], los investigadores en
epidemiologia matematica, han desarrollado una extensa literatura alrededor de dicho mo-
delo, diferentes innovaciones e incluso nuevos planteamientos y contemporaneas aplicaciones
se han publicado recientemente, [35], [36], [37], [38], [39], [40], [41], [42].



Capitulo 2
Modelos de compartimentos

Compartimentos

Los modelos de compartimentos se utilizan con frecuencia para describir el flujo de ma-
terial en sistemas biolégicos. Un modelo de compartimentos contiene un nimero de com-
partimentos por los cuales circula el material con flujos de entrada y salida definidos. Se
debe tener en cuenta que los compartimentos y los flujos no son componentes individuales
del modelo. Los flujos de entrada y salida dependen del contenido en el interior de cada
compartimento, el flujo de entrada de un compartimento puede depender del flujo de sa-
lida de otro compartimento (ver figura2.1) [43]. Otra particularidad y la mds importante

Figura 2.1: Modelo de compartimentos.

de estos modelos es que mediante una formulacién matematica se logra reunir todos sus
elementos. Dichos elementos, ya expresados en el ambiente matematico, pueden ser manipu-
lados y obtener nuevas expresiones matematicas. Estas, al ser interpretadas, pueden arrojar
conclusiones que nunca se habrian logrado manteniendo sélo el lenguaje tinico de cada area
o ciencia involucrada en el proceso [43].

Un modelo de compartimentos también puede representar a un sistema ecolégico donde el
material podria ser la energia, los compartimentos podrian representar diferentes especies de
animales y plantas, y el flujo entre los compartimentos podria ser responsable de la absorcion
y la pérdida de alimentos (o energia). En este caso se basarfa en las ecuaciones que describen
las leyes de conservacion de la energia. Los modelos de compartimentos también surgen en
la fisiologia, donde el material podria ser el oxigeno que es transportado con la sangre entre
los diferentes érganos (compartimentos) del cuerpo [44].

Otra aplicacién de los modelos de compartimentos estd dada en la epidemiologia. Un
modelo epidemiolégico de compartimentos puede definirse a partir de las clases y subclases
de individuos en que se puede dividir una poblacién afectada por una enfermedad; los flujos
entre clases y subclases. Las tasas de transiciéon son estimadas del conocimiento cualitativo y
evidente en la Historia Natural de la Enfermedad. Cuando el modelo ha sido establecido y las
clases epidemiolégicas y tasas de transicién estan definidas, la dindmica de la infeccién en la
poblacién puede ser expresada mateméaticamente por un sistema de ecuaciones diferenciales
[44]. Si la poblacién que padece una enfermedad es divida en las clases: susceptibles S,

11
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infectados I y removidos o recuperados R, se tienen los siguientes tipos de modelos de
compartimentos epidemioldgicos; ST tiene como ejemplo la enfermedad del SIDA [44], el
modelo STR para enfermedades virales tales como sarampién y rubéola [8], [44]. Otro tipo
de modelos son los llamados SIS, en los cuales un individuo infeccioso retorna a la clase
susceptible debido a que la enfermedad no confiere inmunidad definitiva [3]. Tales modelos
son adecuados tanto para la mayoria de las enfermedades transmitidas por bacterias o
parésitos intestinales, como para la mayoria de las enfermedades venéreas (incluyendo a
la gonorrea [45]) aunque no enfermedades fatales como el SIDA [44]. Este tltimo tipo de
infecciones ha recibido en los dltimos afos gran atencién por razones obvias, y sigue siendo
objeto de estudio minucioso [44]; el dengue es una enfermedad con un modelo de tipo SIS
[46] y por dltimo el modelo de tipo STRS que modela la influenza [47](ver figura2.2). En
todos estos casos B y -y son las tasas de transicién.

B

OaOnd
o

Figura 2.2: Modelos tipo SI, SIR, SIS y SIRS de compartimentos.

El modelo de Kermack y McKendrick estudiado en el capitulo anterior es ejemplo de un
modelo simple en el cual la poblacién se subdivide en distintos compartimentos y el flujo
de individuos entre estos compartimentos es descrito [38], [39]. En este libro estudiaremos
algunos otros modelos de compartimentos, confindndonos principalmente al estudio cuali-
tativo de los mismos. El conocimiento que se obtiene de estos modelos simples es 1til en la
descripcion de propiedades generales de las enfermedades analizadas y en el estudio de los
efectos posibles de programas para su control y manejo. Es posible también formular mo-
delos complejos con suposiciones mas detalladas que incorporen estructuras adecuadas para
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una enfermedad o una situacién particular [44]. Por ejemplo, cada compartimento puede ser
subdividido para describir situaciones en las cuales diferentes subclases del mismo compar-
timento poseen diferentes tasas de transmisiéon que pueden depender, a su vez, de diferentes
patrones de comportamiento, como en el caso de las enfermedades venéreas (trasmitidas
sexualmente), o de la estructura de edades, o de variaciones debidas a cambios climatélo-
gicos y estacionales, o de diferentes escalas temporales y espaciales en las que se desarrolla
la enfermedad, etc. Modelos mas complejos incorporan un nimero mayor de parametros, y
requieren por lo tanto, mas informaciéon y mas datos para su validacion y evaluacion. Es
por esto que en muchas ocasiones estos modelos pueden dar predicciones cuantitativas mas
especificas [44]. Otras aplicaciones de modelos de compartimentos se encuentran en [48],
[49], [50], [51], [52].

El modelo de Kermack y MacKendrick es clasificado como un modelo de tipo STR [38],
[39], debido a que las transiciones por las cuales un individuo de la poblacién pasa de
susceptible a infeccioso, y de este a removido, debido ya sea a su recuperacién o curaciéon
(adquiriendo, asimismo, inmunidad completa, como en el caso del sarampién) o debido a su
muerte (como en el caso de la rabia y muchas otras zoonosis) [8]. El modelo simple de tipo
SIS se debe también a Kermack y MacKendrick y consiste de un sistema bidimensional de
ecuaciones diferenciales ordinarias, explicitamente

as(t) 1
o - P g
dIt) ... 1

o Pt

Este modelo difiere del modelo SITR solamente en que los miembros infecciosos regresan
a la clase S con una tasa %I en lugar de pasar a la clase R. Una vez mas, el tamano de
la poblacién total es constante e igual a N. Como lo hicimos en el modelo SIR analizado
en la seccion anterior, podemos normalizar las variables dependientes al dividirlas por N
obteniendo, S+ = 1. Sin embargo, esta vez no efectuaremos esta normalizacién, en su lugar
usaremos la relacién I = N — S para reducir el modelo a la ecuaciéon simple

ds(t) 1
—==(N=-85)|-8S+—-).

dt ( I\ o5+ T

Esta ecuacién posee dos puntos de equilibrio: S=Ny S = B%' Si Flr <N,o fpr>1,
estos dos puntos de equilibrio se encuentran en el intervalo 0 < .S < N, pero si % >N, o
BTN < 1, solamente el punto de equilibrio S = N tiene significado biolégico. La cantidad

umbral BTN otra vez distingue entre dos comportamientos cualitativamente diferentes aun-
que las alternativas de comportamiento cualitativo son distintas de las del modelo SIR [8].

Si linealizamos el modelo anterior alrededor del punto de equilibrio S = N (o I =0) con
la ayuda del cambio de variable w = N — S, obtenemos

0 (s 1).

Entonces, cualquiera de estos dos puntos de equilibrio es asintéticamente estable si SN — % <
0 osi BTN < 1, e inestable si 7N > 1. La correspondiente linealizacién alrededor del punto
de equilibrio S = %7 que posee sentido biolégico solamente si S7N > 1, se logra al usar el

cambio de variable u =S5 — 51—7, obteniéndose

dl;f) = (i - ,6’N> u.
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Por lo tanto, este punto de equilibrio es asintéticamente estable si = — 8N <0 o0 si 7N > 1.
El resultado del anélisis indica que existe siempre un punto de equlhbrlo asintéticamente
estable tinico al cual eventualmente todas las soluciones convergen. Si S7N < 1, este equi-
librio es el punto de coordenadas S = N, I =0, correspondiente a la desapariciéon de la
enfermedad. Si f7N > 1, el punto de equilibrio es asintéticamente estable con coordenadas
S= %, I=N- % >0, y es llamado punto de equilibrio endémico, puesto que la enfermedad
persiste para toda t.

El sarampién es una enfermedad en la cual se han observado puntos de equilibrio endé-
micos en muchos casos, generalmente con oscilaciones alrededor de dicho equilibrio. En un
intento para formular un modelo SIR que pudiera dar cuenta de este tipo de comporta-
miento oscilatorio, Soper (1929) elaboré un modelo que suponia una tasa de nacimientos
constante igual a 4N en la clase susceptible y una tasa de mortalidad constante igual u/N
en la clase R de individuos inmunes o removidos (es decir, individuos sin la posibilidad de
recaer enfermos nuevamente) [53]. El modelo de Soper estd dado por el siguiente sistema

as(t)

7 =—8SI+ uN,
art) _ ger L

it =pBS1 I
dRr(t) 1.~

G = 1-uN.

El modelo, sin embargo, es insatisfactorio biolégicamente debido a que la relacién supuesta
entre los nacimientos de individuos susceptibles y la mortalidad de los removidos no concuer-
da con la evidencia médica. Ademés es un modelo mal formulado matematicamente ya que
si R(0) e I(0) son suficientemente pequeilos, entonces R(t) puede tomar valores negativos.
Para que un modelo poblacional, como todos los descritos hasta ahora pueda tener relevan-
cia biologica, es esencial primeramente que el problema esté apropiadamente formulado y
no contradiga la naturaleza del fenémeno que se modela. En el caso presente, un requisito
minimo es el de pedir que el niimero de individuos en cada compartimento no sea negativo.
Un anélisis completo de cualquier modelo poblacional debe incluir la verificacién de esta
propiedad.

Las dificultades en el modelo de Soper fueron resueltas al suponer que la tasa de mor-
talidad en cada clase es proporcional al niimero de miembros en dicha clase, conservandose
constante de esta forma el tamafio total de la poblacién [54]. Explicitamente se tiene que

%ff):—ﬁsu (N -5,
dI(t) 1.1
—o s =PSI— I,
dR(t) 1, 1

- =_I-7R

donde L denota la esperanza de vida de un individuo. Debido a que S+ 1+ R = N, podemos
eliminar R y reducir el sistema anterior al sistema bidimensional siguiente

%ff):—ﬂSH (N —9),
dI(t) 1,1
— s =PSI— I,

donde los puntos de equilibrio deben satisfacer 8SI = (N —S) y I(3S—1—1)=0. De

aqui vemos que siempre hay un equilibrio si S = N, I =0 (eliminacién de la enfermedad),

o si Eif con I > 0. En este ultimo caso existe también un punto de equilibrio endémico.

Usando la técnica de linealizacién, no es dificil demostrar que si 7N +2= < 1, el punto de

L+T
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equilibrio S = N, I =0 es asintéticamente estable, mientras que si 87N LL_H > 1, el punto
de equilibrio S = N, I =0 es inestable y el punto de equilibrio endémico es asintoticamente
estable. Por lo tanto, el modelo permite la existencia de puntos de equilibrio endémicos, con
el nimero reproductivo neto dado por:

L
Ro=prN L+

El modelo STR con nacimientos y muertes y el modelo SIS dan lugar a la existencia
de puntos de equilibrio endémicos. Podemos deducir a partir de lo anterior que los requi-
sitos para la existencia de un equilibrio endémico es que haya un flujo continuo de nuevos
susceptibles dentro del sistema, ya sea a través de nacimientos o a través de la curacién de
individuos que no adquieren inmunidad permanente.

El modelo SIR con nacimientos y muertes, describe parcialmente la dindmica real del
sarampién pero no explica el surgimiento de oscilaciones sostenidas alrededor del punto
de equilibrio endémico. Para explicar las oscilaciones observadas alrededor de dicho punto
podemos suponer, por ejemplo, variaciones estacionales en la tasa de contacto (3, suposicion
no irracional para una enfermedad infantil mas cominmente trasmitida a través de contactos
en la escuela especialmente en el invierno y en climas frios.

El modelo STR con nacimientos y muertes es bastante inapropiado sin embargo para
enfermedades tales como la rabia en las cuales la recuperacién es rara [44]. Para una enfer-
medad como ésta, la clase R consiste de miembros removidos por decesos, y el tamaifio de la
poblacién total es S+ I. De aqui, el nimero de nacimientos debe ser proporcional a (S+1),
o posiblemente proporcional a S para reflejar el hecho de que tal enfermedad, debilita tanto
a los miembros infectados que les impide reproducirse. No es posible suponer estas condicio-
nes y conservar al mismo tiempo el tamano total de la poblacién constante en ausencia de
la enfermedad. Un modelo plausible para una epidemia de este tipo necesariamente implica
una tasa de incremento no lineal, e implica también que el tamafio total de la poblacién
debe variar en el tiempo independientemente de que la enfermedad esté o no esté presente
en la poblacién. Regresaremos a este tema en una seccién posterior donde describiremos un
modelo plausible que en particular seria consistente con las observaciones sobre la epidemia
europea de hidrofobia en los zorros [44].






Capitulo 3
Periodo de exposicion no infeccioso

Enfermedades con periodo de exposicion no infeccioso

Las ecuaciones diferenciales con retardo son ampliamente utilizadas para modelar diversos
procesos de la mecénica, teoria de control, fisica, biologia, economia y epidemiologia. Estas
ecuaciones han originado mucho interés en los investigadores y por lo tanto se ha logrado una
gran cantidad de valiosos resultados (véase, por ejemplo: [55], [56], [57], [58]). Sin embargo,
el estudio en las ecuaciones diferenciales con retardo es mas dificil que el de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, ya que las soluciones no sélo dependen de los estados actuales, sino
también de los estados pasados [56], [59].

En muchas enfermedades los individuos afectados no pasan directamente de la clase
susceptible a la infecciosa. Puede existir una etapa latente o de exposicién a la enfermedad
y por ello el periodo de incubacién se define como el intervalo de tiempo entre el momento
de adquisicién de la enfermedad y el momento en que aparecen los primeros sintomas. Por
ejemplo, el sarampién tiene un periodo de incubaciéon de 11 a 14 dias antes de que los
sintomas de la enfermedad aparezcan, pero el periodo latente es de solamente 2-4 dias.
Para la rabia en los zorros, el periodo latente es de 28-30 dias. Para algunas enfermedades
el periodo latente es tan corto que el ignorarlo no afecta los resultados significativamente,
como es el caso de la influenza cuyo periodo latente es de 1-3 dias.

A continuacién, E(t) designara el nimero de individuos que al tiempo ¢ han sido expuestos
pero que todavia no son capaces de transmitir la enfermedad, es decir, no son infecciosos.
Supondremos que la tasa de transiciéon del compartimiento de individuos en estado latente
al compartimiento de individuos infecciosos es %; es decir, una fraccién % de miembros
expuestos pasan a la clase de infectados por unidad de tiempo, lo cual corresponde a un
periodo de exposiciéon de duracién promedio w.

El andlogo del modelo de Kermack-MacKendrick STR para este caso estd dado por el
modelo compartamental del tipo SEIR siguiente

dsS

@ _ _ps1

7 BSI,
dE 1
Y _gsr-~E
7 B )
dl 1 1
Y _lp_ 11
dt  w ’
dr _ 1
a7

como S+ E+ 1+ R es constante e igual a N, podemos reducir el sistema en una dimensién
para obtener
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ds

— =—pS51

7 BSI,
dE 1
— =p5SI—-—F
dt b w
dl 1
dr_1, 1,
dt w T

mediante la eliminaciéon de R. El modelo SEIR con natalidad y mortalidad, andlogo al
modelo del STR con natalidad y mortalidad, después de eliminar R, tiene la forma

dsS 1
2 _BST— (N —
— ——BSI- (N -9),
dE 1 1

& _BSI-~E--E
dt B3 w L
dl 1 1

— = I+—FE——1I.
dt b3 +w T

Analogamente el modelo SEIS correspondiente al modelo SIS es

ds 1
22— BST—-T
dt b T’
dFE 1
& _BSI-—F
dt p w
dI 1
7:fE,1]’
dt w T

y la sustituciéon £ = N — S — [ lo transforma en

ds 1
— =—fB8T——-1
dt B3 T’
dl 1 1
—=—(N-85-1)——1.
dt w( §-1) T

El anélisis de estos modelos proporciona resultados cualitativos similares a los resultados
correspondientes para modelos sin periodo latente. El andalisis es técnicamente méas compli-
cado debido a que la dimensién ha sido elevada en 1. La cantidad umbral es todavia 57N
en los modelos del tipo SEIR y SEIS, pero en los modelos del tipo SEIR con natalidad
y mortalidad el nimero reproductivo basico cambia a

L L

Ro=pBTN—-———.
0o =57 L4+wL+T

Otro tipo de modelo posible, el cual no examinaremos en detalle aqui, podria incluir
inmunidad temporal. La inmunidad temporal puede ser adquirida, por ejemplo, a través
de enfermedades que requieren una exposiciéon reincidente a la infeccién para establecerse
en un hospedero. Modelos de tipo SEIRS o SIRS han sido estudiados anteriormente y se
ha demostrado que pueden dar lugar a soluciones periddicas en algunos casos. La posibili-
dad de obtener soluciones periédicas no existe en modelos sin inmunidad o con inmunidad
permanente en los que la tasa de contacto 3 es constante.

Tasas de transicién y tiempos de espera

En los modelos propuestos hasta ahora hemos supuesto tasas de transicién entre clases,
proporcionales al tamafno de la clase; por ejemplo, el caso de la tasa de recuperacién %I .
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Esta suposicién como se vera en esta secciéon, no implica dependencia de la recuperacion de
los individuos en el tamano de la clase infectada. Empecemos por presentar una formulacion
matematica mas relativa del fenémeno, reemplazando la ecuacion diferencial

_psr-11
T

con la ecuacién integral
t
:/ /J’S(x)l(x)e_%(t_x)dx.
0

Esta ecuacion es equivalente a la ecuacion diferencial que se obtiene cuando t es lo su-
ficientemente grande para que los individuos inicialmente infectados al tiempo t =0 ya se
hayan recuperado [59]. Esto se verifica si se toma la derivada bajo el signo de la integral

I'(t) = /BS 76"“ ) dg
I'(t)=8S - / BS(x)I(z)e~ (=) dy
I'(t)=pSt)I ()—71

La ecuacién integral que nos ocupa tiene una clara interpretacién bioldgica [60]. El termino
e~ 7S proporciona la probabilidad de que un individuo permanezca enfermo s unidades
de tiempo después de haber sido infectado; fg BS(x)I (x)e’%(t’m)da@ representa el niimero
total de individuos infectados existentes hasta el tiempo ¢, con duracién media del periodo

infeccioso dada por
1
/ e 7%ds=rT.
0

Notese que una interpretacion similar puede dérsela a la constante de proporcionalidad
% que aparece en el modelo con natalidad y mortalidad del tipo STR discutido en secciones

anteriores. La reinterpretacién que acabamos de darle a 7 indica que e~ T8 esla probabilidad
de sobrevivencia hasta la edad s y por lo tanto, la esperanza de vida promedio es L [59].
Usando la misma técnica damos ahora una nueva interpretacion a la tasa de infeccién en
el modelo STR con natalidad y mortalidad. Suponemos que la poblacién bajo consideracion
ha alcanzado un punto de equilibrio endémico (Seo,l~) ¥ sSuponemos que la tasa asociada
con los casos nuevos de infeccion en equilibrio, es decir, la tasa de incidencia en equilibrio,
estd dada por 8Secls. Por consiguiente, S, es la tasa de infeccién (en equilibrio) de la
poblacion susceptible. Si suponemos ahora una distribucién exponencial de la duracién de la
enfermedad por individuo, se deduce que el tiempo promedio de residencia de un individuo en
la clase susceptible antes de ser infectado esté dado por 5 y, por lo mismo, la edad media

de un individuo al contraer la infeccén es A = yEyp- I . Hemos visto que el equilibrio endémico
(Soo,Ix) para este modelo es la solucién con I, > 0 del par de ecuaciones algebréicas

1 1 1
De estas ecuaciones obtenemos
T+ L 1
SOO 57‘L bl [o.@] 5LSOO( 500)7

y el nimero reproductivo

L N
Ro=pTN—— 3L 5%
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Por consiguiente,

de donde I

Ro=1+ 1
Como L y A pueden estimarse con relativa facilidad, esta tltima relacién es util en la esti-
macion del nimero reproductivo de la enfermedad bajo consideracién. Los valores dados en
el primer capitulo para los niimeros de contacto en varias epidemias de sarampion fueron
derivados usando esta relaciéon. Nétese que uno de los efectos de los programas de inmu-
nizacion es el reducir el niimero de personas enfermas o infectadas en equilibrio endémico.
Esto implica necesariamente, como puede verse en la definicién de A, que la edad promedio
de infeccién serd mayor. Esta propiedad, como se indicé anteriormente, puede tener serias
consecuencias en la incidencia de enfermedades infantiles (comunicables), para las cuales el
peligro de complicaciones médicas se incrementa considerablemente con la edad (la rubeola,
el sarampidn, etc.). Paralelamente, los programas de inmunizacién tienden también a redu-
cir el nimero total de casos en individuos de mayor edad, si bien la proporcién relativa de
estos casos pueda aumentar. la proporcién relativa de estos casos pueda aumentar.

Matriz de la siguiente generacion

Es posible calcular el nimero reproductivo siguiendo los casos secundarios causados por
un solo infectado introducido a una poblacién. Sin embargo, si tenemos subpoblaciones
representando diferentes tipos de individuos susceptibles a la infeccién, es necesario seguir
los casos secundarios de infeccién en cada una de las subpoblaciones de forma separada.

La matriz de segunda generacion, también conocida como operador de segunda genera-
ci6n (debido a que calcula las infecciones secundarias, dadas subpoblaciones separadas) nos
otorga una aproximacion mas general al significado de ntimero reproductivo basico. La idea
es que debemos calcular la matriz cuyas entradas (4,7) sean el nimero de nuevas infeccio-
nes secundarias causadas en el compartimento i causadas por un individuo infectado en el
compartimento j.

En un modelo de transmisién de enfermedad se ordenan los individuos en compartimientos
basados en una tnica variable discreta, la cual representa los diferentes estados posibles. Un
compartimiento es llamado un “compartimiento infeccioso”, si los individuos en él estan
infectados. Es importante notar que el término “infeccién” es mas general que su definicion
clinica, pues incluye estados de infeccién tales como: estados de exposicién en los cuales los
individuos infectados no son necesariamente infecciosos.

Supongamos que tenemos n compartimientos infecciosos y m compartimientos no in-
fecciosos, sean = € R™, y € R subpoblaciones en cada uno de esos compartimientos, mas
aun, denotemos por F; la tasa a la cual las infecciones secundarias se incrementan en el
i-6simo compartimiento infeccioso, y V; la tasa a la cual la progresion de la enfermedad,
la muerte y la recuperaciéon decrecen en el i-ésimo compartimiento. Entonces, el modelo de
compartimientos puede ser escrito de la forma

‘r;:fZ(may)_Vl(xvy)v 7,:{]_7,TL}7 (31)
yéig](l’7y), ]:{137m}

Es importante notar que la descomposicién de la dindmica en F; y V;, asi como la asignacion
de compartiminentos infecciosos o no infecciosos, podria no ser tnica; diferentes descompo-
siciones dependen de las diferentes interpretaciones del modelo.
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La derivacién del ntimero reproductivo bésico estd basada en la linealizaciéon del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias alrededor del equilibrio libre de enfermedad. Para un
modelo epidémico con una linea de equilibrios, estd acostumbrado usar el equilibrio con
todos los miembros de la poblacién como susceptibles. Es decir, suponemos:

i) Fi(0,y) =0y V;(0,y) =0 para todoy >0y i={1,--- ,n}.

ii) El sistema libre de enfermedad y’ = g(0,y) tiene un tnico equilibrio que es asintoticamente
estable, esto es, todas las coluciones con condiciones iniciales de la forma (0,y) aproximan
al punto (0,y0) conforme ¢ — co. Este punto es llamado “equilibrio libre de infeccién”.

La primera suposicion nos dice que todas las nuevas infecciones son infecciones secunda-
rias que surgen de hospederos infectados. Esto asegura que el conjunto de quilibrios libre de
enfermedad, cuyos puntos son de la forma (0,y), es invariante. Es decir, cualquier solucién
sin individuos infectados en algiin punto en el tiempo, se va a mantener libre de enfermedad
todo el tiempo.

La segunda suposicion asegura que el equilibrio libre de infeccién es también un equilibrio
del sistema completo. Notése que, a diferencia de los modelos epidemiolégicos, donde la
especificacién de un equilibrio libre de enfermedad en el que todos los miembros de la
poblacion son susceptibles, es suficiente para validar el resultado; la unicidad del equilibrio
libre de enfermedad es requerida para modelos que incluyen demografia.

Notemos que:

i) Fi(x,y) > 0 para todo x e y no negativos, donde ¢ = {1,--- ,n}.
ii) Vi(x,y) <0 siempre que ; =0y i = {1,---,n}
i)} ; Vi(z,y) > 0 para todo z e y no negativos.

Lo anterior se debe a que, F representa las nuevas infecciones y no puede ser negativa; por
otro lado, cada componente V; representa el flujo neto de salida del compartimiento ¢ y debe
ser negativo siempre que el compartimiento esté vacio; finalmente, la suma 2?21 Vi(z,y) re-
presenta el flujo total de salida desde todos los compartimientos infecciosos. Los términos en
el modelo que tienden a incrementar en Z?:l Vi(z,y), se asume que representan infecciones
secundarias y por lo tanto correspondonden a F.

Supongamos que un individuo infectado es introducido a una poblacién originalmente
libre de enfermedad. La habilidad inicial de la enfermedad para propagarse a través de
la poblacién puede ser determinada por examinacién en la linealizacién de (3.1) alrededor
del equilibrio libre de enfermedad (0,yp). Tenemos entonces que F;(0,y) =0y V;(0,4) =0
implican

J

J

Lo que implica que las ecuaciones linealizadas para los compartimientos infecciosos x estan
desacopladas, y pueden ser escritas de la forma

¥ =(F-V)ax, (3.2)

donde F'y v son matrices con entradas
Vi

OF;
= (OvyO) Yy V= 7(03y0)

F
a.rj 83;‘]‘

Debido a la suposicion que el sistema libre de enfermedad 3’ = g(0,y) tiene un tnico equi-
librio que es asintoticamente estable, entonces la estabilidad lineal del sistema (3.1) estd
completamente determinada por la estabilidad lineal de la matriz (F'— V') en el sistema
(3.2).

El ntimero de infecciones secundarias producidas por un tnico individuo puede ser ex-
presado como el producto del tiempo esperado del periodo de infeccién y la tasa a la cual
ocurren infecciones secundarias. Para el modelo general con n compartimientos infeccio-
sos, estas infecciones secundarias por individuo son calculadas para un indice hipotético.
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El tiempo esperado que este caso dura en cada compartimiento esta dado por la integral
Jo~ o(t,xo)dt, donde ¢(t,0) es la solucién a (3.2) con F =0 (esto es, cuando no hay infec-
ciones secundarias) y condiciones iniciales xg no negativas que representan un caso indice
infectado:

¥ =-Vz, z(0)=ux. (3.3)

De hecho, esta soluciéon muestra la ruta del caso indice a través de los compartimientos
infecciosos, desde la exposicién inicial hasta la muerte o la recuperaciéon. Donde el i-ésimo
componente de ¢(t,z¢) es intepretado como la probabilidad de que el caso indice (introducido
en el tiempo ¢ = 0) se encuentre en el estado infeccioso 4 al tiempo ¢. La solucion de (3.3) es
é(t,x0) = e~ Vg, donde la exponencial de una matriz A estd definida por la serie de Taylor

A A% A3 Ak
e _[+A+ 5 + 3l 4.4 X +..e

Esta serie converge para toda t (refs), por lo que fooo é(t,x0)dt =V Lz yla (i,5) entrada de
la matriz V! se puede interpretar como, el tiempo esperado que un individuo inicialmente
introducido en el compartimiento infeccioso j pasa en el compartimiento infeccioso 1.

La (i,7) entrada de la matriz F es la tasa a la cual infecciones secundarias son producidas
por el compartimiento ¢ por el caso indice en el compartimiento j. Por lo tanto, el nimero
esperado de infeccione secundarias producido por un caso indice esta dado por

o)
/ Fe_th’odt:FV_lxo.
0

Siguiendo lo hecho por Driessche y Watmough [61], la matriz K = FV ! es llamada la
“matriz de siguiente generaciéon” para el sistema en el equilibrio libre de enfermedad. La ¢, j
entrada de la matriz K es el nimero esperado de infecciones secundarias en el comparti-
miento ¢ producido por un individuos inicialmente en el compartimiento j, asumiendo que
el ambiente experimentado por el individuo permanece homogeneo durante la duracién de
su infeccién.

La matriz K = FV ! es llamada la “matriz de siguiente generacion, es no negativa y por lo
tanto tiene un eigenvalor no negativo Ro = p(FV 1), tal que no existen otros eigenvalores
de K con modulo mayor que Ry y tal que existe un eigenvector w asociado con Ry no
negativo [62]. El eigenvector es en cierto sentidlo la distribucién de individuos infectados
que produce el mayor nimero R de infecciones secundarias por generacién.

Entonces el valor propio Rg con su vector propio asociado w definen adecuadamente un
“tipico” infeccioso; y el nimero reproductivo basico puede ser definido rigurosamente como
el valor propio de la matriz K con méximo médulo, p(Kp).

Ejemplo 1: Consideremos el modelo SEIR con infeccién en el estado de exposicion.

S'=—BS(I+¢k),
E' =pS(I+¢E)—kE,
I' =kE —al,
R =al.
El equilibrio libre de enfermedad es encontrado cuando I = 0, al sustituir en el sistema

tenemos que E =1 =0, dado que N =S+ E+ 1+ R, esto implica que N = S* + R*. Los
estados infecciosos son E e I, por lo que tenemos

_ (eEBN+IBN
= (),

luego, la forma de movernos de esos compartimiento es
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kE
V= (—FaE—i—aI

por lo que tenemos

F: 5 V:
0 0

eBN BN (/@ 0

Por lo que ahora podemos calcular

eBN |, BN BN
w T a o

K=FV~l=
0 0

Debido a que FV ™! tiene rango 1, entonces tiene sélo un valor propio distinto de cero, y
por lo tanto el nJtimero reproductivo bésico es

N N
CELNRLE
K o

Ro =

Ejemplo 2: El siguiente modelo SEIDR propuesto por Espinoza et al. [63] para la
transmisién de Ebola, incorpora infeccién por cuerpos infectados D.

— st 552
S'=—BS 5 ~ABS .

E = —ﬁs% - ABS% —KE,

I' =kE —~I,
D' = fyyI —vD,
R = (1— fy)yI+vD.
El equilibrio libre de enfermedad es encontrado cuando I = 0, al sustituir en el sistema

tenemos que F=1=D =0, dado que N =S+ E+ 1+ D+ R, esto implica que N = 5*.
Nuestros estados infecciosos son E, I y D; y la forma de movernos de esos estados son

BSE+ABSE KE
F= 0 , V= —rsE+~I |,
0 —fayI+vD

y ademas podemos movernos de esos estados de las siguientes formas

08 A3 k 0 0
F={000 ], V=|- ~ 0],
00 O 0 —fayv

Por lo tanto el niimero reproductivo béasico es

Ry BCAtadtv) B Afaf

w Y v

Ejemplo 3: El siguiente modelo STR incluye los efectos de vacunacién en la poblacion
de susceptibles e infectados. En este modelo Sy, Sy, Iy, Iyy denotan el nimero de suscepti-
bles no vacunados, susceptibles vacunados, infectados no vacunados e infectados vacunados,
respectivamente.
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Sty =—BSu(Iy +6lv),

Sy = —oBSy (Iy +61y),

I, = BSu(Iy +61y) —ayly,
I{/ = O’ﬁSv(IU +oly)—ayly.

Tenemos entonces que
7 (PNoly+dly) v (wlv
oNy Iy +dly) )’ ayly )’

por lo que

_( BNu oSNy _f(ay O
F_<O'ﬁNVo'5ﬁNv>’ V_( 0 Oé\/)7

y finalmente el nimero reproductivo bésico es

_BNU+U(5NV
B ay ay .

Ro



Capitulo 4
Tiempos de espera

Tiempos de espera sin distribucion exponencial

En lugar de suponer tasas de remocién constantes, es decir tiempos de espera distribuidos
exponencialmente, se puede suponer que hay una probabilidad P(s) de permanecer infeccioso
un tiempo s después de haber sido infectado. P(s) es una funcién que decrece y para la cual

P(0) =1 [8]. Llamaremos
oo
T :/ P(s)ds,
0

a la duracién promedio del periodo infeccioso. Un caso especial e importante nos proporciona

la funciéon
lsiz<s<r
P(S)_{O sis>T,

correspondiente a un periodo infeccioso de longitud fija. En este caso, la ecuacion integral
para I(t)

t
1) = /0 BS(@)I(2) P(t — 2)da

es de la forma
t—T

I(t) = ; BS(x)I(x)dr,

la cual es equivalente a la ecuacién con argumento retardado
I'(t)y=BSt)I(t)—BS{t—T1)I(t—T).

Las selecciones
R _Jlsiz<s<rT
Pls)=e"7% P(S)_{O sis>T1

representan extremos en la definicién de las probabilidades de infeccién.

Existe fundamento para conjeturar que modelos con diferentes selecciones de la funcion
de distribucién P(s) con el mismo periodo infeccioso medio tienen el mismo comportamien-
to cualitativo [8]. Verificacién de esta asercién es de cierto interés matemaético a pesar de
que solamente tiene relevancia epidemiolégica si resulta falso. Por ejemplo, en el modelo
de la transmisién del SIDA se verda que mateméticamente las dos selecciones dan el mismo
resultado cualitativo. Obviamente, la segunda seleccién es la apropiada (con alrededor de
10 aflos), pero esta seleccién no afectara la forma cualitativa de la dindmica [59]. En otros
modelos existen diferencias cualitativas en la dindmica de la enfermedad para diferentes
selecciones de P(s). Es también posible introducir un periodo de exposicién o latente de
duracién fija, o mds generalmente una probabilidad Q(s) de que un individuo permanezca

25



26 4 Tiempos de espera

en la clase latente un tiempo s depués de haber sido expuesto a la enfermedad. En todo caso,
el andlisis de modelos de enfermedades con periodos latente e infeccién de duracién fija se
reduce al anélisis de sistemas de ecuaciones diferenciales con dos argumentos retardados. El
estudio de la estabilidad de los modelos matematicos con dos retardos en una vecindad de
puntos de equilibrio, se reduce al anélisis de las raices de ecuaciones (caracteristicas) tras-
cendentales. De particular importancia a este respecto es el conocer el signo de la parte real
de dichas raices, ya que, la estabilidad local asintotica estd garantizada si todas las raices de
la ecuacién caracteristica tienen parte real negativa. Describiremos a continuaciéon ejemplos
tipicos de este analisis, a saber modelos SEIR, SEIR, y SEIS, ademas enunciaremos sin
demostracién resultados pertinentes sobre sus ecuaciones caracteristicas trascendentales. En
cada caso, el modelo correspondiente sin periodo latente, es un caso especial del modelo con
periodo de exposicion igual a cero.

Ejemplo 1: El modelo SEIR sin natalidad o mortalidad [8].
El modelo SETR con un periodo de exposicién de duracién fija y un periodo de infeccion
de duracién estéa dado por el sistema de ecuaciones

o mediante integrales

como E y R estan bien definidos cuando S e I son conocidas concluimos que el sistema
puede reducirse al par de ecuaciones

S'(t) = —BS(OI(1),
t—w
1(t) = / B (a)I(x)dr,

—T—w
y luego a la sola ecuacién
t—w
1) = / S (2)dz = S(t— 7 —w) — St —w),
t—7T—w
al sustituir esta expresion en S’(t) = —3S(¢t)I(¢) se obtiene finalmente

S'(t) = —BS(H)[S(t—T —w) — S(t—w)].

Esta simple ecuacion diferencial con dos retardos, constituye un problema bien formulado
si proporcionamos condiciones iniciales en el intervalo —(74+w) <t <0, pues de lo contra-
rio toda constante es una solucién. Es posible probar que S(t) es no creciente y tiende a
un limite Soo > 0 cuando t — oo; el valor limite dependera de las condiciones iniciales. El
andlisis de este modelo es considerablemente mas dificil que el andlisis del modelo original
de Kermack-MacKendrick STR, pero los resultados son cualitativamente los mismos.

Ejemplo 2: El modelo SEIR con natalidad y mortalidad [8].
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El modelo SEIR con natalidad y mortalidad y periodos de exposicién e infeccién de
duracién fija es

§'() = ~BS(I(0) + 7 IN ~ ()
E'(t) = BS(H)I(t) — BS(t —w)I(t —w)eL® — %E(t) (4.1)

I'(t) = BS(t—w)I(t —w)el® — BS(t— 7 —w)(t — 7 —w)eT TT) — %I(t).

Los factores eT% y eT (T+w) representan probabilidades de mortalidad natural durante los

periodos de exposicion e infeccidon respectivamente. Nétese que estos factores reducen el
tamantio de la clase antes de que se efectien las transiciones. Las ecuaciones para E e I
pueden también formularse en la forma integral, es decir

t
E(t) = /t BS(x)I(x)eT =) da,

—T—w

I(t) = /t T s @)t

—T—w

Una vez mas, puede considerarse como un sistema para S e I debido a que E y R estan
totalmente determinados cuando S e I son conocidas. Los puntos de equilibrio (Soo,loo)
estan dados por las relaciones

1
—BSooloo + Z(N_ Seo) =0,
1
BSocloo(l— 67%7—)67%“)) — ZIOO =0,

y estas implican ya sea que I, =0, Soo = N (desaparicién de la enfermedad), o que

1,
Soo = (ﬁeiw [1_61 - ]) -1,
L

(equilibrio endémico). El equilibrio endémico puede ocurrir solamente si Sy, < N, 0 en
términos del ntimero reproductivo, si

1
1_ — T
Ro=fANe T% <81> >1,
T

y en este caso Soo = N. La linealizacién alrededor de un punto de equilibrio (Soo, o) esté
dada por el sistema

u'(t) = (—i - BIOO> u(t) — BSaov(t),
V() = Bloce ™ T¥u(t —w) — Bloe™ TE7T) — %w)
+ BSoue ™ E0(t —w) = BS e H Tt =7 —w),

con ecuacién caracteristica dada por
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— L A— Bl —Bl

Blace=OHD [1emOHDIT] _L x4 e Ot b [1 - -0 br]
esta ecuacién se reduce a la expresion
At % + Bl = fSace” MHTI¥ [1 - e_()""%)T} .

Para describir la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo, debemos hacer uso
del resultado auxiliar siguiente que enunciamos sin demostracion.

Lema 1. Todas las raices de la ecuacién
Atpta= be~ (AT [1 — e_(M_%)T} )

donde p >0, a >0, b>0, w>0,7 >0, tienen parte real negativa si

1—ePT
be P (e) <1, a>0
p

1—e P
be P¥ <e> <1, a=0.
p

1—e P7

De este lema se deduce que si a =0, y si be 7 P¥ ( ) > 1 entonces existe una raiz real

positiva. La aplicacién del Lema (1) a la ecuacién caracteristica que se obtiene sustituyendo
el punto de equilibrio con coordenadas Soo = N, I, =0, y con valores p = %, a=0,y
b= N, nos dice que este punto es asintéticamente estable si Ry < 1, e inestable si Rg > 1.
Si se aplica el lema utilizando las coordenadas del punto de equilibrio endémico So, = %,
con parametros p = %, a=0Ix>0,yb=0pSc = %; se concluye que Rg > 1, obteniendo
estabilidad asintética local debido a que

_1
Bﬂe—%w (1_61 LT> =1.
Ro T

En conclusién, tenemos el mismo tipo de fenémeno del umbral que se observé anteriormente
en modelos SETR con tasas constantes de natalidad, mortalidad y de remocién entre com-
partimientos, pero con un nimero reproductivo bésico R diferente.

Ejemplo 3: Modelo SEIS [8].

EL modelos SEIS con periodos latentes y de infeccién de duracion fija, se reduce (siguien-
do un proceso similar al de los ejemplos anteriores) al sistema de ecuaciones diferenciales
con dos retardos

S'(t) = —BS(H)I(t)+BS(t—T —w)I(t—T—w),
I'(t)=BS(t—w)I(t—w) = BS(t— T —w)I(t— 7 —w),

después de haber eliminado la variable E. Noétese que debemos especificar las condiciones
iniciales o equivalentemente, reformular el problema en forma integral para obtener una
solucién tnica; de otra manera cualquier par de constantes es solucién de este sistema. Al
integrar las ecuaciones anteriores de t — 7 —w a t obtenemos
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S(t)=N-— BS(z)I(x)dx,

t—7—w
1= | S (@),
t—7—w
por lo que los puntos de equilibrio son ahora soluciones del sistema de ecuaciones algebraicas
Soo =N — (T +w) S0 o0, Ioo = B750,

en consecuencia los puntos de equilibrio (S, /) tienen como coordenadas Ioo =0, Soo =
%. El punto de equilibrio con Sy, = 5—17 tiene significado bioldgico siempre que 5% <N
o TN > 1. Al utilizar la técnica de linealizacion alrededor del punto de equilibrio con

coordenadas (Seo, o) se obtiene el sistema lineal siguiente:

t

t)=fls /t u(z)dr — S0 v(x)dz,
t—1T—w

t—T—w
t
,BIOO/ x)dx + 8Ss0 v(x)dz.
t t—T—w

La ecuaciéon caracteristica correspondlente se obtiene al buscar soluciones exponenciales
u(t) = UeM y v(t) = Ve para el sistema anterior, es decir, al calcular el determinante

)\(‘r+w)

—fBlog—45——-1 —fS«

A(T«Hu)

AT

—BSse Wiz 1

T

Dwl—e
Blsoe Aw e}\

o equivalentemente a través de la ecuacién trascendental

1— e AT 1— —A(7+w)
) ()

donde a = S y b= 1. Para completar la discusién de este ejemplo necesitamos el si-
guiente resultado auxiliar.

Lema 2. Todas las raices de la ecuacién transcendental

1— e AT 1— —A(7+w)
) ()

donde a>0,b>0, 7>0, y w>0, tienen parte negativa real si
ala—b)T* < 1.

Este lema con a = BN y b= 0 demuestra que el punto de equilibrio con coordenadas S, =
N, I, =0 es asintéticamente estable si S7IN < 1; pero por lo contrario, si S7N > 1, el punto
de equilibrio con coordenadas (N,0) es inestable debido a que la ecuacion caracteristica tiene
una raiz real positiva. La existencia de un punto de equilibrio endémico tinico S, = B%’

I = % (N — #) estd garantizada siempre que BTN > 1. Si ahora utilizamos el lema (2)

pero con a = %, y b= f=I- tenemos que

T+w

a—p=t__T (N—l)zl— ! (BTN —1) < 1,

T THw BT T THwW
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y que a(a—b)7% < 1. Por consiguiente, el punto de equilibrio endémico es asintéticamente
estable. El comportamiento de este modelo es el mismo que el del modelo correspondiente
con periodos latentes y de infeccién distribuidos exponencialmente, debido a que hemos
supuesto tasas de remocién constantes y la formula para el nimero reproductivo es idéntica;
es decir, Rg = S7N.

El andlisis de modelos que incorpora distribuciones mas generales para los periodos laten-
tes y de infeccién es mucho més complicado. Como ejemplo presentaremos el modelo SEIR
con tasas de natalidad y mortalidad iguales a cero, en el que la enfermedad en cada indivi-
duo tiene una probabilidad @Q(s) de permanecer en estado latente (es decir, cada individuo
puede permanecer en el compartimiento E, y por lo tanto incapaz de transmitir la infeccién
s unidades de tiempo después de haber sido expuesto a la enfermedad), y en el que cada
individuo tiene una probabilidad P(s) de permanecer infectado (es decir, de permanecer en
el compartimiento I, s unidades de tiempo después de haber sido contagiado). El modelo es
el siguiente

S(t) 1(t),

= —BS(t)
/ BS(@)1(x)Q(t —2)da,

E'(t) = BS()I(1) + /0 BS(2)1(2)Q (t — 2)da,

_ /0 t [ /0 " 88(@) [(2)Q(u—2)da| P(t—u)du

t
_ /0 K(t—2)38(x)I(z)dx

- /Ow P(w—v)Q (v)dv.

Este modelo no ha sido analizado en general para todo tipo de distribuciones P y Q. Otro
ejemplo de un modelo que tampoco ha sido analizado en general y requiere todavia de un
andlisis mas completo es el que describe una enfermedad de tipo SIR, sin periodo latente
pero con un periodo de infeccién arbitrario,

S'(t) = BSHI(1),

donde

El modelo SEIS con periodos latentes y de infeccién arbitrarios es parecido al modelo
SFEIR y por lo tanto no ha recibido atencién. Sin embargo, un caso de especial interés que
puede ser analizado completamente es el del modelo SIS dado por el sistema

t) = —BS(HI(2),
/ BS ()1 (x)P(t — z)da,

donde S(t) +1I(t) = 1. Después de eliminar S reducimos el modelo a la ecuacién integral

_ /0 BI()[N — I(2)|P(t — x)dx.

Los puntos de equilibrio son soluciones del la ecuacién
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oo
I = 5IOO(K7LXJ)/ P(s)ds,
0
y por consiguiente, tenemos que o, =0 (la enfermedad desaparece) o

- B(N—Ioo)/ooo Pls)ds = B(K — Lo)r.

En esta dltima expresién, si 7N > 1, tenemos un punto de equilibrio endémico con coor-
denadas Ioo = N — %, S= % Al utilizar la técnica de linealizacién alrededor del punto de
equilibrio I, se obtiene la ecuacién lineal

u(t) = BN —2I.) / (@) P(t—2)de
0
= B(N —2I) /OO u(t—s)P(s)ds
0
con ecuacion caracteristica
B(N —21) /00 u(t—s)P(s)ds=1.
0

Es posible demostrar que todas las raices de la ecuacion

a/ e M P(s)ds =1
0

tienen parte real negativa si y soélo si

oo
a/ P(s)ds =ar < 1.
0

Esto demuestra que el punto de equilibrio con I, =0, y por lo tanto con a = BN, es
asintéticamente estable si y s6lo si 7 < 1. Para el caso del punto de equilibrio endémico, se
tiene que
2
a=p(N—-2Ix)=p(——N),

y por consiguiente, este punto de equilibrio es asintéticamente estable si 57 ﬁ% —N)<1,
o si BTN > 1. Nétese otra vez que el comportamiento cualitativo del modelo, atin cuando
mas general y complejo, es el mismo que el del modelo més simple analizado en paginas
anteriores.






Capitulo 5
Poblacion total variable

Modelos para epidemias con poblacion total variable

Cuando describimos modelos STR con tasas de crecimiento igual a cero, mencionamos que
no son aplicables a enfermedades generalmente fatales, o enfermedades que tienen un tasa
de mortalidad tan alta que es imposible suponer que el tamano de la poblacién permanece
constante [59]. En este caso, la clase R consiste en aquellos individuos que han fallecido. En
tal caso, no es posible suponer que la tasa de natalidad de la poblacién es proporcional a
la misma o ni siquiera proporcional a la poblaciéon de los individuos susceptibles y simulta-
neamente mantener el tamanno de la poblacién constante en la ausencia de la enfermedad.
Para modelar este tipo de enfermedades fatales, es necesario suponer entonces que la tasa
de natalidad estd dada por una expresién no lineal y que el tamanfio de la poblaciéon varia
con el tiempo [55].

Empecemos por considerar una poblacién cuyo crecimiento en ausencia de la enfermedad
es descrito por la ecuacion diferencial logistica. Alternativamente podemos suponer sin au-
mentar el grado de dificultad del analisis, que la tasa de cambio de la poblacién al tiempo
t es una funciéon exclusivamente de su tamano en ese mismo instante. Supongamos luego,
que todos los individuos infectados que fallecen lo hacen a consecuencia de la enfermedad;
es decir, que la duracién del periodo de infeccién es lo suficientemente pequena como para
ignorar fallecimientos por causas ajenas a la infeccion durante este periodo. Como en sec-
ciones anteriores, P(s) denotard la probabilidad de que un individuo infectado permanezca
infectado si sobrevive, s unidades de tiempo después de haber adquirido la infeccién; y por lo
tanto, [, P(s)ds =7 nos da la duracién promedio de la enfermedad. Supongamos también
que el inico segmento de la poblacion que se reproduce, y cuya tasa de mortalidad es inde-
pendiente de la enfermedad es el de los individuos susceptibles. Debido a que la dinamica
de crecimiento de este compartimiento la hemos supuesto regida por la ecuacién logistica,
bajo estas suposiciones llegamos al siguiente modelo

S'(t) =7rS(t) [1 — S]g)] —BS)I(¢t),

1) = /0 B8 (2) P(t - 2)da

Nétese que podria afiadirse una ecuacién para R(t) que comprenderia al niimero total de
personas fallecidas debido a la enfermedad al tiempo ¢, sin embargo este comportamiento
no afecta en absoluto la dindmica de la enfermedad en el resto de la poblacién, por consi-
guiente, lo omitimos. Los puntos de equilibrio (Seo,oo) del sistema anterior son soluciones
del siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

33
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Sco
o |l=—| = 001007
7S, [ N] BS.
Too = 8BSl

Notese que I, =0, lo que implica que Soo = N, 0 S = ,Bilr’ de donde r {1 — ﬁ} = (1,

0l = % (1 — ﬁ) Al utilizar la técnica de linealizacién alrededor del punto de equilibrio
(Soo,1o0) [67], [58], se obtiene

u'(t) = [r <1 - 2?\}”) BIOO} u(t) — BSoov(t),
o(t) = /O BLou(t— 5)P(s)ds 1 /O BSmult— 5)P(s)ds,

con su ecuacion caracteristica correspondiente

r(1-2%) - Bl —BSae

Bl fooo P(s)e *ds S fooo P(s)e™*ds—1

o equivalentemente,

{T (1_ 2}9&0)} [ﬁ S (S)“Sds—l] Bl = 0.

Silew =0y Se =N, entonces r ( — 2ST°°> < 0, y la ecuacién caracteristica se reduce a

la expresion

BSOO/ P(s)e Mds=1.
0

Todas las raices de esta ecuacion tienen parte real negativa si y sélo si S5 fOOO P(s)ds =
BTN < 1. Por lo tanto, el punto de equilibrio libre de infeccién es asintéticamente estable si
Ro= BTN <1 e inestable si Ry > 1 [8]. Para el punto de equilibrio endémico, la ecuacién
caracteristica esta dada por la expresién

ﬂSOO/O P(s)e ds—1= M’
B /0 Pl s = 14— s (511@2%0>
A+ Bl — 7 (1- 23
B A—r (1 - 2ST°° 7

la cual podemos reescribir como

donde
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T
2S5 2 r
a-ﬁ]oo—r<1—)——r(1—BT >_BT >0

B 2550\ _ (1. 2 \_,(2-87N
oo (-5) = () (555)

Noétese ademds que a —c = 15, > 0. Se tienen sélo dos casos especiales:

Caso 1.
r

oo
1
P(s)=e 75 P(s)e Mds = ———
(s)=e 7%, /0 (s)e™**ds T

este caso corresponde a
t
I(t) = / BS(x)I(zx)e” 7= dz,
0
o equivalentemente,
1
I(t) =BSOI(t) - —1(t).

De esta manera obtenemos el siguiente sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales
ordinarias

S'(t) =rS(t) [1 - S]ift)] —BSH)I(t),

I'(t) = BS(O)I() — ~1(1),

T

con ecuacion caracteristica correspondiente

br  A+ta
AM+1 A+c’

o de manera equivalente
br(A4c¢)=A+a)(AT+1),

resultando finalmente
A2+ [(a=b)T+1]+[a—ber] =0.

Ambas raices de esta ecuacién cuadritica tienen parte real negativa si (a—b)7+1>0y
si a —ber > 0. Estas condiciones son satisfactorias en este caso debido a que br =1, a > 0,
a—c> 0. Por lo tanto si existiese un punto de equilibrio endémico y si f7N > 1, dicho punto
seria asintOticamente estable.

Caso 2: \
_flsiz<s<rt e T
P(s)—{o Gssr /0 P(s)e dS—f.
Este caso corresponde al modelo
t
50 =rso)|1- 22| - s,

I'(t) = BS®I(t) —BS(E—7)I(t—7),

cuya ecuacion caracteristica esta dada por

b l—e-A7\ A+a
A T A+’
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y su analisis requiere del resultado siguiente.
Lema 3. Para la ecuacién

1 _ e
A+a = (bA+bc) (i”)

con a >0, 7>0, |b|r <1, todas las raices tienen parte real negativa si a > |be|r. Sin
embargo, si a >0, 7 >0, y br = 1, existen valores de ¢ (con a < |bc|T 0 a4+ ber < 0) para los
cuales hay raices con parte real no negativa.

Si aplicamos la primera parte del lema anterior a nuestra ecuacién con a = BTLN7 b=1

T
c=r [B‘I'LN — 1}, tenemos que el punto de equilibrio endémico es asintéticamente estable si
a+c>00si BTN <3, pero es inestable si BTN es suficientemente grande. El comportamiento
de este modelo es diferente al del modelo en el caso 1. Este segundo caso nos proporciona
un ejemplo de un modelo cuyo comportamiento depende de la funcién P(s) y no solamente
de su valor medio 7 [59].

Estudios de campo de la epidemia de hidrofobia canina de los zorros en Europa estiman
la capacidad de carga Nt de aproximadamente 1 zorro/km?. Para densidades por debajo de
este valor critico no se producen brotes epidémicos [44]. Sin embargo, si este valor es excedido
no sé6lo hay brotes epidémicos sino que, ademas, la epidemia alcanza un estado endémico.
En nuestro modelo tenemos que Ro = 7N y Ny = % debido a que la duracién del periodo
de infeccién es aproximadamente de 5 dias o 1/73 de afio, podemos utilizar el valor de Np
proporcionado en la estimacion del coeficiente de transmisién 8. La sustitucion de Np por
N en la formula para Rg y algo de algebra nos da un valor de 73 km? /afio. En los mismos
estudios de campo también se ha observado que en regiones con alta densidad de zorros,
la rabia ha alcanzado un nivel endémico estable. También se han observado oscilaciones
alrededor de este estado endémico. Estas observaciones sugieren que el modelo del caso 2
es mds apropiado para esta epidemia que el modelo del caso 1. En realidad, la hidrofobia
canina tiene un perfodo latente de aproximadamente 28 dias, es decir, de 1/13 de afo, y por
consiguiente una mejor descripcién podria estar dada por un modelo del tipo SEIR:

S'(t) =7rS(t) {1 *S;ift)] —BS(t)I(t),
B)= [ sswi,
1(t) = /_ BS(x)I(z)dz,

R(t)=8S{t—1—w)(t—7—w).
Este modelo puede reducirse al par de ecuaciones

S'(t)=rS(t) {15]@] —BS)I(t),

I(t) = /t B8 (2)de.

—T—w
Si definimos g(S) =rS [1%], y utilizamos

t—w t—w
1) = /t BS(@)(2)dz = / 95 (z) — §' ()|

t—7T—w

- /tw 9S8 (x)dz — S(t —w)+ S(t— 7 —w),
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podemos reducir este modelo al estudio de la siguiente ecuacién

t—w

S" = gS(t)—BS(t) S(thfw)S(t—w)Jr/t_ )

gS(x)dz] .

La tltima ecuacién puede ser analizada directamente. En el caso de la rabia, se tiene no sélo

que 7 =1/73 por afio y w = 1/13 por afio, sino que se tiene también que r = 0,5(por aﬁo)_l.

En este modelo es facil calcular el punto de equilibrio endémico

1
SOO:E7
T BTN —1
Eoo—ﬁi ( ﬁTN )a
7 r BTN —1
0057_7’( BTN >

Por lo tanto el tamano total de la poblacién en equilibrio es

1 r BTN —1
Soo+Eoo+Ioo = E+E(W+T) (5’7’]\[)7

y por consiguiente, la poblaciéon no llega a alcanzar el valor Np. El tamano real de la
poblacién en equilibrio es

1

N—=(Seo+EBoo+Ix)= B

(5TN—1)—T(OJ+T)<

BTN —1
> )

BTN

que equivale a
1 r(w+7)
BT BTN |’

Cuando N es grande esta cantidad se aproxima a N, lo que indica que en regiones con alta
densidad de zorros, el punto de equilibrio endémico puede tener un valor suficientemente
pequeno, tal que, oscilaciones alrededor de este equilibrio pudieran ser capaces de eliminar
la poblacién de zorros enfermos. Esta tendencia a oscilar es incrementada por la presencia
de otros factores como los efectos estacionales, reproductivos y de transmisién de la rabia.

Es posible introducir més realismo en la dindmica de poblaciones en modelos del tipo STR
con recuperaciéon y en modelos del tipo SIS con poblacién y tasas de natalidad constantes
[59]. Esto se logra al incluir tasas de mortalidad en cada clase, pero debe considerarse
que en algunas ocasiones es razonable suponer que el periodo de infeccién y el latente, si
incorporamos la clase F/, son tan cortos que la mortalidad en estas clases puede ser ignorada.
Los modelos que se obtienen de esta manera son méas complicados comparados con los que
hemos examinado pero el comportamiento cualitativo es idéntico [56], [57], [58].

(BTN —1) [1 -






Capitulo 6
Transmisién por vectores

Modelo de Ross-Macdonald

El paludismo o malaria es una enfermedad causada por un parasito protozoario del género
Plasmodium(Apicomplexa: Plasmodiidae) y transmitida entre los seres humanos por mos-
quitos hembras del género Anopheles. El parasito es transmitido a los seres humanos cuando
mosquitos infectados los pican para alimentarse de sangre. Una vez en el torrente sangui-
neo el parasito emigra al higado y permanece ahi en estado latente mientras se multiplica.
Después de este periodo los microorganismos penetran los globulos rojos y se reproducen
asexualmente. La presencia de pardsitos generados en esta etapa de reproduccion asexual
causa los efectos patologicos que se observan en los individuos afectados por el paludismo.
A esta fase asexual le sigue una fase sexual en la que se producen los llamados gametocitos.
Los gametocitos constituyen la forma en que la enfermedad se transmite de nuevo al vector
cuando una mosquito susceptible (es decir no infectado) se alimenta de la sangre del humano
infectado. La fertilizacién del parasito ocurre en el mosquito, completandose asi el ciclo de
transmisién.

El ciclo de transmision del paludismo fue descubierto por Ross en 1897 y por ello se
le otorgé el premio Nobel de medicina en 1903 [1]. Este descubrimiento fue rdpidamente
aceptado y apreciado por la comunidad de cientificos de salud publica; Ross concluyd que
el control de la poblacién de mosquitos vectores es suficiente para controlar la propagacion
del paludismo, pero esta hipdtesis fue rechazada, dado que no es posible eliminar a los
mosquitos vectores completamente en una regién. Este argumento supone implicitamente
que es necesario eliminar a todos los mosquitos vectores de una regién para erradicar o
eliminar al paludismo. Ross construyé un modelo matematico simple que acall6 a algunos
de sus criticos. Usando su modelo calculé el niimero reproductivo basico Rg y concluyé que
no era necesario eliminar a todos los mosquitos, sélo disminuir su poblacién debajo de un
nivel critico (esencialmente el primer teorema umbral en epidemiologia) [1].

Sea N el tamano de la poblacién de seres humanos que se supone constante, x la propor-
cién infectada de poblacion humana, sea M la constante que representa a la poblacion de
mosquitos y finalmente sea y la proporcion infectada de ésta. Por consiguiente, m = % es
el nimero de vectores (mosquitos) por persona. Ademads, a es el nimero de picaduras por
mosquito por unidad de tiempo, b es la proporcién de picaduras infectadas necesarias para
que un mosquito transmita la infeccién, ¢ es la probabilidad de infeccién de mosquitos, r
el la tasa de recuperacién por persona infecciosa (de tal forma que % nos da la duracion
media del periodo de infeccién en los humanos), y p es la tasa de mortalidad por mosquito
(i nos da la duracién media de la vida de los vectores). La tasa de infeccién de los seres
humanos, es decir, el niimero de casos nuevos de infeccién por unidad de tiempo (incidencia),
depende del niimero de picaduras por persona por unidad de tiempo (a%), de la proporcion
de mosquitos infectados, de (1 —x) personas susceptibles, de la probabilidad b de que una
persona sana picada por un mosquito infectado se enferme. La incidencia en los mosquitos

39
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(el nimero de casos nuevos de infectados por unidad de tiempo), estd dado, andlogamente
por el término acz(l —y). El modelo de Ross se expresa mediante las equaciones [1]:

x
— =abmy(l—2x)—rz,
g y(1—=z)
dy
— =acx(l—y)— uy.
o (1-y)—py
En este modelo se supone que la tasa de mortalidad de los seres humanos es insignificante
cuando se compara con su tasa de recuperacién, y la tasa de recuperacion de los mosquitos
es despreciable cuando se compara con su tasa de mortalidad. La tasa de mortalidad de los
mosquitos es la misma, independientemente de que estén infectados o no. Como es comun
en estos modelos, el equilibrio libre de la enfermedad EY = (0,0), es estable o inestable
dependiendo del nimero reproductivo basico Ry, el cual se calcula a continuacion.

El modelo se expresa en las siguientes tres matrices:

Fz) = (abmy(l —x)) ’ D <r 0> , L <x> .
acr(l—y) 0p Y
Con estos elementos se puede encontrar el operador de la siguiente generacion, este operador
describe la evolucién de la enfermedad, en este caso en dos poblaciones distintas. El operador
estd dado por
0 abm
7(5) =D (F(E) = (1 g )
m
donde los elementos de esta matriz describen la transmisiéon del vector a humano y de
humano a vector respectivamente; para completar una generacion en la transmision se debe
considerar el esquema
humano — mosquito — humano,

o de forma equivalente
mosquito — humano — mosquito.

Para encontrar su radio espectral se tiene

—) abm
1 r 5 a’bem
|IDTYIF(E®) - \I| = =2 =0,
ac _y ur
I
donde los valores propios son
N 4 a2bcm.
ur
Se tiene entonces que
2h
Ro=p(D ' IF(EY) = | 0,
ur

luego si Rg < 1, la enfermedad desaparece. Si Rg > 1, se presenta un brote epidémico.
Explicitamente, si el niimero reproductivo cumple que

2¢ch
Ro = ma4c <1,
ur

el inico punto de equilibrio es © =0, y =0 (la infeccién desaparece) y este punto de equilibrio
es asintéticamente estable. Si Ry > 1 el punto de equilibrio z =0, y = 0 es inestable y hay
un punto de equilibrio endémico con coordenadas
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a’cbm —rp a’cbm —rp

v ac(r +abm)’ v= abm(ac+p)’

que es asintéticamente estable.

El andlisis del modelo de Ross [1] también se puede obtener si se bosqueja el campo
vectorial asociado con este sistema para ¢ =1 [3]. La isoclina z, o la curva para la cual
2’ =0, esta dada por

abmy(l—z) —rz =0,

después de diferenciar esta ecuacién implicitamente en y en esta curva, tenemos que

@_ abmy +r
dr  abm(l1—z)’

r
abm*

por lo que el valor de la pendiente en el origen estd dado por La isoclina (la curva

asociada con 3’ = 0) estd dada por la expresién
ar —axy — py =0,
diferenciando implicitamente en y, se tiene que
dy _a(l—y)
dr  ax+p’

' > 2 entonces

nos da la pendiente de esta curva con un valor en el origen igual a % Si 7 T
la isoclina x esta arriba de la isoclina y para todo tiempo ¢, y por lo tanto las isoclinas se

intersectan solamente en el origen (Figura 6.1). Notese que —— > % es equivalente a pedir

abm
que el nimero reproductivo Rg < 1. Este andlisis demuestra que (0,0) es el tinico punto de

equilibrio si Ry < 1 (Figura 6.1). La isoclina z es una curva céncava, mientras que la isoclina
Y es una curva convexa, por lo tanto en este caso las isoclinas no se intersectan [3].

y

A
x"=0

Figura 6.1: % grande.

Si por el contrario Rg > 1, la isoclina y se encuentra arriba de la isoclina x inicialmente,
y la naturaleza de las curvas proporciona un equilibrio endémico tnico (Figuras 6.2 y 6.3).
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Veamos ahora como la magnitud de % afecta a la isoclina y. Si % es grande, el valor inicial
de la pendiente de la isoclina y es muy grande, mientras que si a es pequefia la pendiente de
la isoclina y siempre es pequena y el punto de equilibrio endémico se localiza en una regiéon
donde pequenas perturbaciones del indice a pueden producir cambios notables en los valores
de la coordenada z de este punto de equilibrio [3]. El valor inicial de %, la pendiente de la

Y

A
y'=0

x'=0

Figura 6.2: % grande.

isoclina y, representa el nimero promedio de picaduras recibidas por seres humanos durante
la vida de un mosquito tipico. Si este indice es muy grande, el paludismo tiende a permanecer
en estado endémico. Este estado fue descrito por Macdonald en 1957 como paludismo estable.
Cuando el indice 2 es pequeiio, se han observado brotes epidémicos. Si % < —— el modelo
de Ross predice que el paludismo desaparecera y que ain en el caso de que hubiera un punto
de equilibrio endémico este estaria tan cerca del eje  que la incidencia observada seria muy

baja. Este estado fue descrito por Macdonald como paludismo inestable [3]. Si bien este

y

A

Figura 6.3: % pequeno.
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modelo simple nos da un bosquejo general de la dindmica de la enfermedad, es incapaz de
explicar algunas de las observaciones de los epidemidlogos. Por ejemplo, en regiones donde
el paludismo ha alcanzado niveles endémicos altos, donde el indice de estabilidad ¢ es alto
y donde se observa una proporcién muy alta de personas infectadas, el modelo predice que
una alta proporcién de los mosquitos también estéd infectada.

Sin embargo, datos experimentales indican que hay una prevalencia de infeccién en los
mosquitos de menos del 10% atin en las regiones donde los niveles de infeccién en los seres
humanos son muy altos.

Esta anomalia puede ser corregida con la incorporacién de un periodo de incubacién
en los mosquitos. Si se supone que: este periodo de incubacién tiene duraciéon 7, ademés
suponemos que y denota la proporciéon de los mosquitos infecciosos y por ultimo incluimos
una nueva variable z que represente la proporciéon de mosquitos expuestos a la enfermedad
pero todavia no infecciosos, podemos reestructurar el modelo de la siguiente manera [64]

2/ (t) =abmy(t)[1 —x(t)] —rx(t),

y'(t) =azx(t —7)[1—y(t —7) —2(t—7)] — py(t),

(1) w1 — y() — =())aw(t — )1 —y(t - ) — 2(¢ — taw)le 4"
—pz(t).

El equilibrio trivial del anterior modelo es (Zoo,Yoos 200) = (0,0,0) y, para linealizar este
sistema se considera la siguiente pertubacién de este equilibrio [64]

T(t) — oo = u(t) = £1eM, entonces x(t) = u(t) + Too,
Y(t) — Yoo = v(t) = Exe™, entonces y(t) = v(t) + Yoo,
2(t) — 200 = w(t) = £z, entonces z(t) = w(t) + zoo,

luego, se tiene que

u' (t) =abm(v(t) + Yoo ) [1 — u(t) — Too] — 7(u(t) + T,

V() =afu(t —7) + Too)[l =0t —T) — Yoo —w(t —T) — 200)e "7
= 1(v(t) = yoo),

w' (t) =alu(t) + Too][1 = v(t) — Yoo — W(t) — 2oo] — alu(t — 7) + w0 *
[1—v(t—7) =Yoo —wW(t—7) — 2zoo]e "™ — pw(w(t) — 200).
Evaluando el equilibrio (oo, Yoo, 200) = (0,0,0) se tiene el siguiente sistema linealizado
u'(t) = abmu(t) —ru(t),
V'(t) =au(t—T)e T T — po(t), (6.1)

w'(t) = au(t) —au(t —7)e ™ — pw(t),

Puesto que
u(t) = & e, entonces u'(t) = & e,
v(t) = Ege, entonces v (t) = Ex e,
w(t) = fgekt, entonces w'(t) = 53)\€M-
Se tiene para el sistema (6 1)
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E1xeM = abméaeM —rgp e,
§2A€/\t = a&; e)\(th)ef,uT _ Nf?e)\ta

53)\6/“ — aglez\t - afle’\(t_ﬂe—‘” - ,U{36>\t,
luego se tiene que

—(r+ )& +abmés =0,
afre™ eI — (u+ M) =0,

(a—ae e MT)E — (u+N)és =0,

por lo tanto al resolver el determinante

—r—=A abm 0
ae™ e THT -\ 0 =0,
a—ae"NMe TR0 —p—)\

se obtiene la siguiente ecuacién caracteristica para A
(== N[N+ (r+ )X — a?bme e M7 4 ur] = 0.
Entonces tenemos
A=p, N (r4 )X —a?bme 2 e T 4 pur = 0,
y se tiene la ecuacién
)\2—|—a1/\+a21 —aggei/\T =0, (6.2)

donde ay =1+, a1 = pur y ass = a’?bme 7. Se asume que la ecuacion (6.2) tiene soluciones
complejas de la forma
A=x+1y.

Sustituyendo A =z +1iy en (6.2) para obtener
z +iy)? +ay (z+iy) +az1 — agoe” TFYT =,
(z +iy) y

se separa la parte real y parte real imaginaria:

22—y’ +arx+ag — agge” *Tcos(yr) =

2xy+ a1y —agge” T sen(yT) =
Mediante la expansion en serie de Taylor de x(7) y y(7) alrededor de 7 =0, se tiene que

1 2
$=£(0)+$/(0)7’+#+"',

"
. 0
consideremos g = x(0), 1 = 2/(0),29 = & 2(, ), ..., entonces

x:x0+x17+$2’r2+"', (6.5)

de forma similar se obtiene
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Y=yo+yiTHyer 4 (6.6)

Por otra parte

(vo7)* | (yo1)®

sen(yot) = (yo7) — 3l + o - (6.7)
T 2 P 4

COS(yOT) =14+ (yoT) — (y02!) + (y(jﬂ) —y, (6-8)

€T =1+ (xo7) + (x(;—)2 + (x(;):)3 4, (6.9)

Reemplazando las ecuaciones (6.5)-(6.9) en las ecuaciones (6.3) y (6.4) y manteniendo tér-
minos de orden cero en 7 se obtiene

T — y§ + a1xo + a1 — ag =0, (6.10
2xoyo +a1yo + a1 =0, (6.11
de la ecuacién (6.11) se tiene
yo(2z0+a1) =0,
luego yo =0y xo = —5*, sustituyendo yo en (6.10) se tiene
—ay +4/a? —4(az —az2)
o = . (6.12)
2
Si se sustituye z9 = =5 en la ecuacién (6.10) se tiene
\/4(a21 —as2) —af)
yo =+ . (6.13)

2

La solucién (6.13) representa una rafz con parte real negativa, se puede ver que para el
orden cero esta raiz cruza el eje imaginario cuando (ag1 — agz) — 0 [64].

Ahora se realiza el mismo andlisis al considerar sélo términos hasta de primer orden
sustituidos en (6.3)

x% - y(Q) +ai1xo+ a1 +2xox1T — 201 T + a1217 — a2 (1+xo7) =0,

pero
2 9
2z — Yo +a1xo + a1 —az =0,

luego
2xor1T —2Yoy1 T +a121T —ag2zo, T = 0.

De manera similar sustituyendo en la ecuacién (6.4) se obtiene la ecuacién
2xoy1T +221Y0T + a1y1T — az22yo7 =0,
por lo tanto tenemos el sistema

2x9T1 — 2yoy1 +a171 —azzxg =0,
2x0y1 +2x1Y0 + a1y1 —az2yo =0,

sustituyendo yg = 0, se tiene
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2zow1 +a121 — az2x0 = 0,
2x0y1 +a1y1 =0,

cuya solucién es

y1 =0,
a22T(
r=—.
2x0+ a1

Entonces se puede ver que cuando (a1 —ag2) — 0, 1 — 0, junto con zg. Considerando
términos hasta de orden dos en 7, y después de sustituir yg =0y y; = 0, resulta

1
x% +2x9r2 +a172 —as2x1 — 5&22%‘% =0,
2zoy2 +a1y2 =0,
cuya solucién es

y2:03

2 1 2
oy — a22xy —x7 — 5022%;
2x0+ a1 ’

de nuevo, cuando (a1 —azz) — 0, 2 — 0 junto con xg y 1.

Hasta términos de segundo orden una raiz cruza el eje imaginario a través del eje real
cuando (a1 —ag2) — 0. Se puede intuir que todos los términos en la expansiéon se anulan
cuando (a21 —ag2) — 0, mostrando que as; —aga = 0 es el umbral para que la infeccién
persista [64]. Es decir, el nimero reproductivo es

50— ma2be_ ur
T

)

donde b representa la proporcién de picaduras por mosquitos infectados que resultan en
infecciones en los seres humanos. Nétese que el niimero reproductivo ha sido modificado por
el factor e "7, y que la proporcién de seres humanos infectados en el modelo simple (de
Ross) puede ser expresada como

Ro—1
Too = ,
i Ro—i—%

mientras que para este modelo con periodo latente para los vectores la proporciéon de seres
humanos infectados puede ser expresada como

7%0—1
xX — =
> 'R,()Jr%

La proporcién de mosquitos infectados también es alterada por la substitucién de Rg y Ro.
En el modelo més simple [64]

b= TRy T
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Como u7 es mucho mayor que 1, se observa que Yo, puede ser muy pequeno ain cuando
Roy < tienen magnitudes grandes. Esta simple calibracién llevé a Macdonald a la conclusién
de que las medidas de control que se enfocan en la poblacién de mosquitos adultos son mas
efectivas que el uso de larvicidas [3]. Esto se debe a que la curva de sobrevivencia de las
larvas se incorpora en R s6lo a través de la razén m de mosquitos a seres humanos pero la
curva de sobrevivencia de los mosquitos adultos interviene a través del factor 677. Ro es
mucho més sensible a aumentos en p (reduccién de la vida media de los mosquitos adultos)
que a cambios en m.

Estudios epidemioldgicos indican que el nimero de casos de paludismo fluctia a lo largo
del ano; estas fluctuaciones pueden ser explicadas si se supone que la poblacién total de
mosquitos varia segun las estaciones del ano. Se pueden incorporar efectos de estacionalidad
con la ecuacién

dM
- _ UM+ E
dt K (t),

donde E(t) denota la tasa de nacimiento de mosquitos, la cual debe de ser estimada empiri-
camente o podemos simplemente suponer (como lo hacemos a continuacién) que esta varia
de una manera sinusoidal. Si retenemos la ecuacién

dx ab

—=—M@t)y(l—z)—rzx

dt N
para describir la dindmica de los seres humanos infectados e introducimos la ecuacién

dy _

o = ax(l=y) = [n+M(t)]y

para describir la dindmica de la poblacién de mosquitos infectados, obtenemos ciclos anuales
con el valor maximo de x ocurriendo antes que el valor méaximo de la densidad total de
mosquitos M y del niimero yM de mosquitos infectados. Sin embargo el valor méximo de z
precede al valor maximo de la prevalencia y de mosquitos infectados. Estos resultados estan
en concordancia con resultados de campo.

Otro factor importante en el estudio del paludismo es el fenémeno de la superinfeccién,
cuando los seres humanos sufren los efectos de varias infecciones simultaneas y los efectos
de estas infecciones en el proceso de recuperacion. Este fenémeno se puede modelar al
reemplazar la ecuacién

d bM
= y(l-a)—ra,
por la ecuacion
dj _abM (1—2)
& N Y €T)px,

donde p denota la tasa de reversién al estado susceptible. El primer modelo supone que
p=r, e ignora la posibilidad de la superinfeccién. Macdonald (1957) [3] sugirié el uso de

r—hsir>h abM
= { 0 sir—h, donde, h= N Y
Dietz (1974) [65] sugiri6
h
p=—.
(e¥ —1)

Estos modelos son més complicados que el modelo original de Ross debido a que h depende
de y, pero ambos tienen el efecto cualitativo de aumentar ligeramente los valores de x y de
y en equilibrio. Como el fenémeno de superinfeccién no es de importancia a niveles de
prevalencia bajos, el valor del nimero reproductivo basico Ry no es afectado.

Otro factor importante en la transmision del paludismo que no ha sido incluido en este
modelo es el de la adquisicién de inmunidad parcial. Debido a que los mecanismos inmunes
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responsables no son bien entendidos, los modelos que han incluido este factor, en el caso
del paludismo, son muy primitivos y su aplicabilidad es discutible. Estos factores se han
incorporado en otros tipos de modelos incluyendo modelos para la propagacién de cepas
multiples de influenza (vedse a Castillo-Chavez et al. 1988, 1989 [66], [67]).

Sin embargo, una forma de enfocar este problema es suponer que puede aumentarse
la inmunidad parcial al paludismo, a través de la exposicién repetida a la infeccién pero
esta immunidad se pierde gradualmente, si el individuo deja de ser expuesto a ella. Un
modelo (Dietz, Molineaux, Thomas 1974, [65]) que se ha ajustado bastante bien a los datos
proporcionados por una encuesta detallada a gran escala en la regién Garki de Nigeria,
supone la existencia de dos tipos de individuos: a unos se les puede detectar todas las
infecciones y se recuperan lentamente mientras que a los otros solo se les pueden detectar
70% de sus infecciones y se recuperan rdpidamente. Si bien las solucion de este modelo da
un buen ajuste en un caso particular, no puede describir la aparente pérdida de inmunidad
que se produce cuando la transmision se reduce en forma significativa. Ademads, este modelo
parece no ser aplicable en las regiones donde el paludismo existe con niveles de endemismo
bajos.

La utilizacién de programas de control temporales puede tener efectos contraproducentes
como los resultados del proyecto Garki lo demuestran. Primero, la poblacion es protegida
contra el paludismo con la utilizacién de insecticidas aplicados directamente a la poblacién
de mosquitos y con la administracién continua de antibidticos para la prevencién y curacién
del paludismo. Después de descontinuar la proteccién, se observaron niveles de prevalencia
mas altos que los de poblaciones similares donde no se habia utilizado ningin programa
de control. Los métodos de control disminuyeron el nivel de inmunidad temporal adquirida
por la poblacién de Garki. Como en muchos procesos biolégicos, la situacién no es estatica
sino dindmica. La utilizaciéon de medidas de control altera el proceso evolutivo de la relacién
hospedero-parésito. Mas atin, vectores capaces de sobrevivir al efecto de insecticidas han
aparecido. Cepas de pardsitos capaces de resistir a los efectos de drogas ya existen también.
No hay respuestas simples, y la distancia entre los modelos conceptuales, los modelos tacticos
detallados y el control epidemildgico es desafortunadamente muy grande [3].

Leishmaniasis

Modelo Flebotomo-Humano-Parasito en la Leishmania Viannia

El siguiente modelo se plantea bajo las suposiciones que existe una probabilidad de pre-
ferencia del insecto vector por el humano y otra por el animal reservorio, que dependen
del tamano de estas poblaciones. Por consiguiente, se asume que un animal reservorio es
igualmente atractivo para el vector que un humano, la diferencia radica en el tamano de
las poblaciones, es decir, aquella poblacién (humana o animal) que sea mayor, tiene méas
oportunidad de ser picada por el vector [68].

Descripcién del modelo

El tamafo de las poblaciones de humanos, animales y vectores estan notadas como Np,
N4 y N,, respectivamente. Se asume que estas poblaciones son constantes con tasas de
nacimiento y muerte constantes e iguales a pp, s v py- Para la poblacion de vectores A es
la tasa de reclutamiento.

Sean Sh, I, Ry el nimero de susceptibles, infectados e individuos removidos en la pobla-
cién humana. En este modelo, una persona se considera infectada con leishmaniasis cutanea,
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sélo si esta presenta una o maés tlceras con prueba de Montenegro positiva en su cuerpo
(esta prueba es similar a la prueba de Tuberculina para detectar Tuberculosis) [68]. Sa, 14,
describen el niimero de susceptibles e infectados en la poblacién de animales reservorios. El
numero de flebétomos susceptibles e infectados son S, y I,,, respectivamente. Para los ani-
males y vectores se asume que estos no presentan recuperacion de la infeccion [55]. El flujo de
susceptibles a las clases de infectados para cada poblacién, depende de las tasas de picaduras
aj, j = h,a, (nimero promedio de picaduras recibidas por un hospedero humano o animal
por unidad de tiempo), aqui también se asume como en el modelo de Ross-Macdonald [1], [3]
que las tasas de picadura dependen de la densidad de fleb6tomos por humano y animal. En
este modelo b,, es la tasa de picadura promedio dada por un vector por unidad de tiempo
a un humano o animal sin ninguna preferencia. La probabilidad de transmisién describe la
probabilidad que una picadura dada por un vector infectado produzca un nuevo caso en un
individuo susceptible de otra especie (humano o animal) [55].

La probabilidad de que un flebétomo escoja un individuo humano como hospedero esta
dada por [46]

Np,
Np+Na
Asi, un humano recibe
N, Np
N Nw Nu+Na’

picaduras por unidad de tiempo y un fleb6tomo toma

Ny,
Ah~7 77
"N, N4

ingestas de sangre humana por unidad de tiempo. Las tasas de infeccién por humano sus-
ceptible y flebétomos estan dadas por

Ny Ny L, Benan
N;, Ny, +NAN Nh-l—NA v

Ny, Ih _ ﬂhvbv
ﬂhvbv ~Nr
Np+Na N Np+Ng

Bohan——

h>s

respectivamente. La probabilidad que un fleb6tomo escoja a un individuo animal reservorio
como hospedero estd dada por [46]
Na

Na+ Ny’
Asi, un animal recibe

N, Ny

o~ v
Nag Nap+ Ny,

picaduras por unidad de tiempo y un flebétomo toma

Na
YA
aNA—’—Nh’

ingestas de sangre animal por unidad de tiempo. Entonces, las tasa de infeccién por animal
susceptible y flebétomo estan dadas respectivamente por

Ny Na L_ Bvada T

NiaNa+Np N, Na+N;*
Na IA_ _Bavby

Np+Np Ny NA+Nh A

/B'UA Qg7

ﬂA’ubv

donde
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Bun: es la probabilidad de transmisién de vector a humano.
Bhe: es la probabilidad de transmision de humano a vector.
Bua: es la probabilidad de transmisién de vector a animal.
Bav: es la probabilidad de transmisién de animal a vector.

Se asume que la tasa de tratamiento de los humanos infectados 7, es constante . El modelo
estd representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales [46]

S0 _ N, — NSy, T, — pin S,

= AT sV

dR;t(t) = ~I, — pn Ry,

ds'gxt(t) = paNa— Zngﬁh Saly—paSa,

% — ﬁ:i‘ﬁh Sal, —pala,

Aol = - by 5,1 — farte S, 14— 1,8,
= i ol K2R Sula—

dado que se ha asumido que las poblaciones permanecen constantes las siguientes condiciones

se satisfacen,

Nh:Sh—l—fh—FRh,

Na=S4+14, Ny =S, +

Sin embargo, para simplificar el andlisis del modelo se ha reescalado y se trabaja con

proporciones B
Sh Iy, Ry,
Sy =— I, = — R —
h Nh7 h Nha h Nh’
donde
Sy
Ry=1-S,—1In, Sa=1—14, S,=1-1,, S,= ,
A/ po

el sistema equivalente resultante es

A/ po

Nh(l_sh) Bunan N,+Na Sply,

dSp(t) _
dt -

) — 3 ,ap, n i“&A Sply = (n +)In,

BB = pa (1= Sa) = Buada i Lz Salu,

dIA(t A/
dt( ) — = BvAlq Nhi;fA Saly

_:LLAIAa

v =

Ly

A’

dlgt(t) = Bhrob th+NA (1 I, )Ih +Bavb VN, T N4 +N (]— I, )IA poly.

(6.14)
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Estabilidad e invasién

En esta seccion se dan las condiciones bajo las cuales la enfermedad puede invadir a la
poblacién; el criterio general estd dado por el “ntimero reproductivo basico”, que mide el
numero de casos secundarios generados por un “tipico” infeccioso. Aqui, se ha encontrado que
Ro < 1 no es condicién suficiente para el control de la enfermedad, bajo ciertas condiciones
existe un equiblibrio endémico estable para Ry < 1, usualmente este fenémeno se denomia
una bifurcaciéon hacia atras.

El sistema (6.14) puede ser reducido como

dI, A/ py
fjt(t) = Bunan Nh{FHNA Sply = (pn+7)1In,

dIa () A/ py

a5 BvAGa N+ Na Saly—pala, (6.15)
d[:it(t) E Bhvb'u Nh]j-}fNXSUIh +6Avbv 7]\/;113\]14 SUIA — ,U"UI'U-

Linealizando el sistema (6.15) alrededor del equilibrio libre de la enfermedad,
(Sh. Iy, S, I4,S,,15) = (1,0,1,0,1,0),

se estima de (6.15) el niimero reproductivo bésico por el operador de la siguiente generacion
(ver apéndice 1):

f’U a ‘1 )LL'U
Hh =7 0 ]{17) hN/
4 — 0 ﬂ'[ Aaall/ﬂv
HA Np+Ny ’

BroboNp BayboNa _
Np+Nag Np+Ng P

donde A se puede escribir de la forma

A=M-D,
usando las matrices
00 gl
M=| 0 0  Lrgoat/ie |
BrwboNn BavboNa 0,

Nh"rNA Nh+NA

(tn+7) 0 0
D= 0 na 0
0 0 py

Si definimos la matriz B de la forma siguiente, se tiene que
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__ BonanA/po
0 0 NG
_ -1 _ IBUAaaA/Mv
B=D"M= 0 0 (Np+Na)pa ’
5h'ub'UNh ﬁAvb’UNA 0

(Np+NA)po (Np+Na)po

_ __ Bunand/py
A 0 AN
_ — _ ByAGa /v —
|[B=Al| = 0 A (Np+Na)pa 0,
BhybyNp, BAvbuN A Y
(Np+Na)po (Np+Na)po

por lo que se obtiene la siguiente ecuacion caracteristica para A

_)\3+/\< Bhobo Ny thahA/Uv BavbyNa ﬁvAaaA/Uv ) -0
(Np+Na)(pn+7) (Np+Na)po  (Np+Na)pa (Np+Na)po ’

con valores propios

AL =0,
A2 = Ry
_ Bhoby Np, BonanA/ i n BavboNa  Buaaa A/
(N +Na)(pn+79) (Nw+Na)ito  (No+Na)pua (Ny+Na)po

Una interpretacion heuristica de Ry puede ser la siguiente: un humano infeccioso es in-

troducido en una poblacién de susceptibles y es picado durante su periodo infeccioso por
va//—Lv 1 Bhobv A/ po 1
Np+Na pp+y Np+Nag  pp+y

Un fleb6tomo distribuye picaduras en la poblacién humana durante su periodo de

fleb6tomos y la proporcién de fleb6tomos, resulta infectada.
byNp 1
Np+Na po

. . s th ahNh 1 . . .
vida y una proporcién NENA 7o de estas picaduras genera nuevas infecciones en la pobla-

cién humana. Un animal reservorio infeccioso es introducido en una poblacién de animales

susceptibles y es picado durante su periodo infeccioso por boA/te 1 fobétomos y una

5 A/ Np+Na pa )
s A 4 . PAv@aA/py 1 s 4 CPRURN wNa 1
proporcién de fleb6tomos SN ENA pa ©S infectada. Un flebétomo distribuye Ny N 7
picaduras en la poblacién animal durante su periodo de vida; una proporcién %%
v
de estas picaduras resultan en nuevas infecciones en la poblaciéon animal.
La estabilidad local para el equilibrio libre de la enfermedad estd dada por la siguiente

matriz

. BunanA/pvSh
=7 0 N+
— _ BvAaaA/l"uSA
T=1 0 na PN |
BhvbthSv BAubvNASv _
Np+Na N, +Na Ho

donde J denota la matriz jacobiana del sistema (6.15). Se obtiene la siguiente ecuacién

caracteristica para A
N+ AN+ BA+C =0,

donde
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A=+ phy +pa+ pn,

_ Broanby NuBunA/ 1o
(Np+Na)?

B +ypA+ Yoy

A ﬂvAaabvNAﬂAv
+URA + ARy F Pp by + — s
AT Attt N N )2

Bhvahbthﬂth/MvﬂA
(Ni+Ng)?
. /JhﬁvAaava/NUBAUNA . 75vAaava/MvﬂA'uNA
(Np+Na)? (N +Na)?

C =pppafio + YA —

Es claro que AB >0y AB > (C siy sblo si C >0, es decir

BroBonb > Nuppal/ e BoaBavb®>Nad/,

(N Na)? otz et

(pon +7)papy >

y esto es equivalente a decir que Rg < 1. Las condiciones de estabilidad de Routh-Hurwitz
se cumplen, por lo tanto el equilibrio libre de la enfermedad es localmente asintéticamente
estable [8]. Por lo tanto se tiene existencia de un equilibrio endémico para Ry < 1

De la primera ecuacién del sistema (6.14) se calcula el estado estable de la clase susceptible

* Hh
Sp=—th
"+ Bl
donde M
. Bohan 7
Np+Ny

Similarmente, de la segunda ecuacion del sistema (6.14) se calcula

_ Bypply
{ij, + B Ly +ypn +y Bl

*

I,

y de la cuarta ecuacién del sistema (6.14)

. By Iy
IA =0 s
Bol*+pa
donde M
B ﬂvAaaMT
2=
(Nn+Na)pa

entonces, de la quinta ecuacién del sistema (6.14) se tiene

B3(1-I*)Biupl* By(1-I*)BoI*
DU L)Bunly | BiA—L)Baly | e (6.16)
i+ Buunds+ypn+Bily  Bali+pa
donde
_ Bubii
(Nh'i_NA),uv,
B, — BAvbvNA
4_7.
(Nn+Na)py

De la ecuacién (6.16) se deduce el siguiente polinomio
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A3 +B(IX)*+CI; =0, (6.17)
donde

A =(Bypp+vB1)Bajiy + B3Bijup Ba + By Ba (B, +vB1),
B = — B3 By, By + B3Bi pinia + (43 + yiun) BaBy — (Bijin +vB1)ByBo
+ po (143, +Y1tn) B + po (B1 i +¥B1) fas

C =(pn +7)bntapo — BsBipinpa — BaBa(pn +7) ks
consecuentemente se tienen tres raices: I} = 0, mas otras dos de la forma

 —B+VB?—4AC

Iy 24

Se puede observar que si Ces positivo, entonces

(1 +Y)pnpapo > BsBipppa + BaBa(pn +7)in,

mientras
Ro < 1.

Si B2—4AC >0, C >0,y B <0, entonces el sistema (6.14) tiene miltiples equilibrios
endémicos [[27, 69]]. Se puede observar que la ecuacion cuadrética (6.17) tiene dos raices
reales positivas si B2 —4AC >0, C >0y B <0; se puede ver que —B < By BaBsuy, + (5, +
’y)BlBgB4, asi

—B_1 B1ByBjip + (1 +7) B1B2 By 1
2A 2 (Blﬂh +’YB1)B2,LLU + BsBiupBs +B4BQ(Bl/Lh +’}/Bl) -2

El vértice de la pardbola (6.17) tiene un eje coordenado menor que 1/2. Por lo tanto, si
ambas soluciones de (6.17) son positivas, ambas son menores que uno. Entonces existe un
estado estacionario endémico estable para Rg < 1 y se dice que tenemos una bifurcacion
hacia atras; un estado estacionario es una condicién estable que no cambia en un cierto
plazo o en el que un cambio en una direccién es balanceado continuamente por el cambio en
otra. Un estado estacionario endémico estable para Rg < 1 aparece en la teoria de sistemas
dindmicos cuando una bifurcacién transcritica (intercambia estabilidad) ocurre en Ro =1
cambiando de direcciones, el equilibrio endémico aparece después del equilibrio libre de la
enfermedad para Ry < 1 en lugar de R > 1 [27]. En este caso, es posible que la enfermedad se
establezca en una poblacién en condiciones que normalmente no seria posible. Esto significa
que la introduccién de un infectado, en este caso humano, en una poblacién de susceptibles,
puede generar un brote en regiones que no son endémicas y con pocos reservorios animales.
Una vez la enfermedad es endémica en una poblacién, es mucho més dificil de controlar si la
bifurcacién es hacia atras en Ry = 1. Esto sugiere que Rq se debe reducir debajo del punto
extremo izquierdo en la curva de la bifurcacién para la cual un equilibrio endémico existe.
Este punto critico es con frecuencia denominado como el valor minimo de transicién (Figura
6.4) [69]. Desde un punto de vista matematico, cuando Ro < 1 y una bifurcacién hacia atras
ocurre, existen al menos tres equilibrios: el libre de la enfermedad, el endémico estable y
uno pequeno endémico inestable que actiia como frontera entre las regiones de atraccion
para los dos equilibrios estables. Sin embargo, desde un punto de vista epidemiologico, se
ha observado que las bifurcaciones hacia atras se presentan cuando la poblacién en riesgo
se divide en grupos con diferentes susceptibilidades a la enfermedad, diferentes tasas de
contacto, clases de infectados, vacunados y sin vacunar [69]. En las Figuras 6.4,6.5 y 6.6
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x 107 Bifurcacion Hacia Atras de Humanos Infectados
20 T T T T

Poblacion de Humanos Infectados

Figura 6.4: Bifurcacion hacia atras para humanos infectados, variando 34, y con los siguien-
tes valores para los parametros:p, = 0,055; p4 = 0,035, up, =0,0037, b=0,1, v=0,1,a,, =0,1,
aq =0,1,Ny =100, A=0,9, N, =80, N, =500, By, =0,5, 8,4 =09y Ba, varia de 0.1 a
20 con 10000 puntos.

se presentan las simulaciones de las bifurcaciones hacias atrds para las tres poblaciones de

Bifurcacion Hacia Atras de Animales InfectadosR
0.8

o4t i 1
0.3F 4

0.2F i

Poblacion de Animales Infectados

_0'1 Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 6.5: Bifurcacién hacia atrds para animales infectados, variando 4, y con los siguien-
tes valores para los parametros: u, =0,055; 4 = 0,035, up =0,0037,6=0,1,v=0,1,a, =0,1,
aq =0,1,Ny =100, A=0,9, N, =80, N, =500, By, =0,5, 8,4 =09y Ba, varia de 0.1 a
20 con 10000 puntos.
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infectados en este modelo. Estas tres graficas se han obtenido variando $4,. En la Figura 6.4
se explica como pocos individuos humanos infectados introducidos en una poblacién (curva
punteada) pueden producir un brote epidémico (curva continua). Estabilidad del equilibrio

Bifurcacion Hacia Atras de Vectores Infectados
0.6

0.4r
0.3

0.2+

J L
0.5

-0.1
0

Poblacion de Vectores Infectados

Figura 6.6: Bifurcacién hacia atrds para flebétomos infectados, variando 4, y con los
siguientes valores para los parametros: p, = 0,055; pa = 0,035, up = 0,0037, b=0,1, v =
0,1,ar, =0,1, ag =0,1,N4 =100, A =0,9, N;, =80, N, =500, Bpy, =0,5, Bya =09y Bay
varia de 0.1 a 20 con 10000 puntos.

endémico.

Por otro lado, si C' < 0, entonces Rg > 1, lo cual implica que existe s6lo un equilibrio
endémico. Ahora, se prueba la estabilidad de este equilibrio endémico. La matriz jacobiana
del sistema (6.15) evaluada en el equilibrio endémico es

—ph =" 0 B.S;,
J = 0 —pna  B2SY |,
B3(1—1I7) Ba(1=17) —puo
y la siguiente es la ecuacién caracteristica para A
N +aX2+bA+c=0;

donde
a= Buly + Bslj, + iy + pn + pra +,
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b=pntin + papy —B2Sy By +puaBsl +ypa
+ B3 B1SHI + paBaly + pnpea + pn Baly 4 vy
— BgBlS;: +BQS;B4I; +VB4I:; +,UhBBI;; —I—’yBg,I;:,

¢ =pupBaS; Bal} +vBa Sy Baly +ypiapn+
YuaBsIy — pnB2Sg By + pnpiapi + pnpaBa Iy +
'Y,UfAB4IZ —|—BgBlS;;I:;;LA — BgBl;S':L,uA —'}/325234.

Se cumple que a,b > 0, mas adn, es posible comprobar facilmente que ab > ¢, si se in-
troducen humanos y animales reservorios infectados en una poblacion de gente susceptible,
con una gran cantidad de fleb6tomos susceptibles, sucede que Rg > 1 y ocurre un brote
epidémico. Las condiciones de estabilidad de Routh-Hurwitz estan satisfechas [8]. Entonces,
el equilibrio endémico es localmente asintéticamente estable.

Incertidumbre

Para el andlisis de incertidumbre con el método de Mortercalo se han generado 10 mues-
tras de 20,000 repeticiones para las distribuciones de los pardmetros presentados en 6.1.
Puesto que el objetivo es observar la probabilidad que tiene el humano para ser reservorio
del parasito de Leishmania Viannia, los valores de los parametros fueron modificados con
respecto a los valores ya establecidos, por ejemplo en el capitulo 1, de tal forma que Rg sea
mayor que uno. Para cada una de las 10 muestras se ha calculado la probabilidad de que
Ro>1,Ron >1y Roa > 1, con sus respectivas medias y varianzas en cada caso [[70, 71, 72]].

Se han considerado dos casos: para analisis de incertidumbre en el primer caso la poblacién
humana es muy pequena comparada con la poblacién animal, como se puede ver en las
Tablas 6.1 y 6.2. La media para las 10 replicaciones de la media, varianza y la probabilidad
de que R > 1 es 0,13002, 0,11903 y 0,021780, respectivamente. Los resultados para el
error estandar son 0,000508, 0,00217 y 0,000327. Las mismas estimaciones para Rg, son
2,4542, 43,067 y 0,0,4572. Los valores para el error estandar son 0,0160, 0,874 y 0,0750. Se
ha estimado el PRCC en la Tabla 6.3, se puede ver que el pardmetro a, esta correlacionado
con Ry de igual forma que b, y A.

Replicaciones| Media |Varianza| P(Ro > 1)|| Media |Varianza|P(Rop > 1)
1,1376 | 1,3309 0,410 0,1319 | 0,1207 0,0235
1,1266 | 1,2842 0,4014 0,1281 | 0,1282 0,0199
1,1338 | 1,3161 0,4006 0,1304 | 0,1118 0,0224
1,1177 | 1,2534 0,3998 0,1269 | 0,1077 0,0215
1,1227 | 1,2600 | 0,401 || 0,1311 | 0,1279 | 0,0220
1,1379 | 1,2955 0,4056 0,1296 | 0,1152 0,0228
1,1415| 1,3300 0,4054 0,1317 | 0,1234 0,0215
1,1368 | 1,3029 0,4033 0,1296 | 0,1136 0,0222
1,1282 | 1,2811 | 0,3995 || 0,1296 | 0,1191 | 0,0208
1,1451 | 1,3561 0,4037 0,1313 | 0,1227 0,0212
Media | 1,1328 | 1,3010 | 0,40304 || 0,13002 | 0,11903 | 0,021780
SE 0,00275( 0,0104 | 0,00104 {|0,000508| 0,00217 | 0,000327

S © 0o ot wN e

Cuadro 6.1: Estimativos para Rg and Rgp
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Replicaciones|Media |Varianza| P(Roq > 1)
1 2.4931] 43,4979 | 0,3813
2 92,4251 43,2808 | 0,3817
3 2,4710| 45,2463 |  0,3793
4 92,3756 43,3756 | 0,3792
5 2,3893| 41,9693 0,3798
6 2,4606| 41,5238 |  0,3862
7 2,5013| 44,2608 0,3848
8 2,4655| 40,6675 | 0,3837
9 2,4243| 38,2873 1,1318
10 2,5361| 48,5539 0,3837
Meodia  [2,4542] 43,067 | 0,4572
SE 0,0160| 0,874 0,0750

Cuadro 6.2: Estimativos para Rqq

En el segundo caso se tom6 una poblacién de animales reservorios muy pequena compara-
da con la poblacién humana (ver Tablas 6.4 y 6.5). La media de las 10 replicaciones para la
media, varianza y probabilidad que Rgp > 1 son 1,6254, 18,698 y 0,30527, respectivamente.
Anélogamente los resultados para el error estdndar son 0,00628, 0,333 y 0,000836. Estos
mismos estimativos para la probabilidad que Rgq > 1 son 0,19631, 0,27565 y 0,041070 res-
pectivamente. Los resultados para el error estandar son 0,00128, 0,00559 y 0,000415. Si se
observan los valores para el PRCC de la Tabla 6.6 se puede ver que el pardmetro a; esta
correlacionado con R de igual forma que b, y A.

Parametro| PRCC |p-valores
ap 0,082 | 0,000
Qq 0,755 | 0,000
by 0,793 | 0,000

y —0,010| 0,152

A 0,798 | 0,000
wn o |—0,004| 0,569
pa  |—0,066| 0,000
we  |—0,156| 0,000

Boh 0,009 | 0,207
Bho 0,002 | 0,817
Bua 0,039 | 0,000
Bav 0,121 | 0,000

Cuadro 6.3: El coeficiente del rango de correlacion parcial.

Analisis de sensibilidad

El anélisis de sensibilidad es una técnica para establecer la contribucién de un pardmetro
al funcionamiento de todo un sistema complejo. En este modelo también se han tomado
los valores para Rg dados por Allan Saul [73]. Varios de estos indices no son constantes y
dependen de los valores de otros parametros. El cdlculo de los indices de sensibilidad esta
dado en la Tabla 6.7.

El mayor indice de sensibilidad lo tiene el parametro b,,, que es el nimero promedio per
capita de picaduras dadas por un fleb6tomo por unidad de tiempo a humanos o animales,
pero sin alguna preferencia en particular por uno de los dos. El valor de Sp, = 0,5 sugiere
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Replicaciones| Media |Varianza|P(Ro > 1)|| Media |Varianza|P(Rop, > 1)
1 0,9673 | 0,9121 0,3414 1,6482 | 18,8593 0,3048
2 0,9613 | 0,8714 | 0,3408 || 1,6015 | 20,0264 | 0,3026
3 0,9644 | 0,8982 0,3443 1,6306 | 17,4719 0,3081
4 0,9537 | 0,8672 | 0,3359 || 1,5866 | 16,8318 | 0,3010
5 0,9652 | 0,8988 | 0,3433 | 1,6391 | 19,9822 | 0,3083
6 0,9639 | 0,8882 | 0,3406 || 1,6205 | 19,0030 | 0,3025
7 0,9664 | 0,9121 | 0,3438 || 1,6458 | 19,2818 | 0,3056
8 0,9648 | 0,8869 | 0,3429 || 1,6205 | 17,7501 | 0,3072
9 0,9603 | 0,8919 | 0,3408 || 1,6200 | 18,6105 | 0,3045
10 0,9695 | 0,9039 0,3468 1,6409 | 19,1646 0,3081

Meodia  |0,96368| 0,89307 | 0,34206 || 1,6254 | 18,698 | 0,30527
SE 0,00140( 0,00483 | 0,000922 {|0,00628| 0,333 0,000836

Cuadro 6.4: Estimativos para Rg

y Ron

Replicaciones| Media |Varianza|P(Roq > 1)
1 0,1994 | 0,2784 0,0424
2 0,1940 | 0,2771 0,0403
3 0,1977 | 0,2896 0,0414
4 0,1900 | 0,27766 | 0,0390
5 0,1911 | 0,2686 0,0393
6 0,1968 | 0,2658 0,0417
7 0,2001 | 0,2833 0,0405
8 0,1972 | 0,2603 0,0413
9 0,1939 | 0,2450 0,0416
10 0,2029 | 0,3107 0,0432

Mean 0,19631| 0,27565 | 0,041070
SE 0,00128| 0,00559 | 0,000415

Cuadro 6.5: Estimativos para Roq

Pardmetro| PRCC |p-valores
anp 0,730 | 0,000
Ga 0,177 | 0,000
by 0,809 | 0,000
v —0,079| 0,000
A 0,809 | 0,000
Lh —0,004| 0,574
La —0,017| 0,017
Lo —0,163| 0,000

Boh 0,049 | 0,000
Bho 0,115 | 0,000
Bua 0,007 | 0,312
Bav 0,025 | 0,000

Cuadro 6.6: El coeficiente del rango de correlacion parcial.

59
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que si esta tasa de picadura decrece en 0,5% entonces, R también decrece en 0,5%. Es
importante observar que para los pardmetros aq, Bya ¥ BAvy S€ presenta una situacion muy
similar a la dada para el parametro b,. Si la tasa de picadura a animales reservorios a, es
pequena porque repentinamente la poblacién humana es mucho mayor que la poblacién de
animales, entonces estos resultados se revierten y pasan a ser mas sensibles los parametros
que corresponden al humano. Este resultado puede estar relacionado con el surgimiento de
brotes epidémicos, cuando hay movimiento de tropas en Colombia en regiones donde hace
mucho tiempo no se presentan brotes [[74, 68]].

El indice de sensibilidad para la mortalidad natural de vector u, es igual a —1. Esto
implica que un decrecimiento en esta mortalidad del 1% produce 1% incremento de Ry.
Si en un periodo corto de tiempo, la poblacién de fleb6tomos se incrementa, entonces la
probabilidad de un brote epidémico también se incrementa. Estd bien documentado que la
poblacién de flebétomos es muy grande en los meses de verano [75].

Parametros||Indice de sensibilidad
ap 0,00894
Ga 0,49105
N, —1,21319
Ny —0,17561
by 0,5
ol —0,00894
Hv -1
s —0,36770
La —0,01718
Bun 0,00894
Bho 0,00894
Bua 0,491055
Bav 0,491055

Cuadro 6.7: Parametros y su indice de sensibilidad

Resultados numéricos

Los resultados de varios conjuntos de simulaciones se presentan en las Figuras 6.7 y 6.8,
estas simulaciones se han obtenido con los mismos valores para los parametros dados en
la obtencién de las gréaficas para la bifurcacion hacia atras. En la Figura 6.7 se muestra el
comportamiento de la poblacién humana infectada cuando Ry es menor que uno. En menos
de 100 dias la poblacién humana puede llegar alcanzar un nivel del 90% de infectados. En la
Figura 6.7 se puede ver claramente un resultado que esté de acuerdo con la definicién de las
tasas de contacto del vector con sus respectivos reservorios incluyendo al humano. En este
caso podemos observar una tendencia muy similar para los humanos y animales infectados,
indicando que la diferencia estd determinada por los distintos valores de las tasas de contacto
y las probabilidades de transmision. En la Figura 6.8 se tienen dos distintos valores para la
probabilidad del vector al humano 3, el periodo epidémico no cambia, pero el porcentaje
de humanos infectados aumenta o disminuye dependiento de esta probabilidad de infeccion.
También es importante observar que estas poblaciones de infectados tienden a un equilibrio
endémico bajo.

El anélisis de sensibilidad ha sugerido que el mejor método para erradicar la enfermedad
en una poblacién cerrada, seria reducir la poblacién de flebétomos o reducir la tasa de
picaduras. Epidemiolégicamente se sabe que ninguno de estos dos métodos pueden eliminar
definitivamente la enfermedad en una regién. Sin embargo, el andlisis de sensibilidad de
este modelo sugiere que una epidemia puede ocurrir a finales de las épocas de invierno y
comienzos de las épocas de verano. También el andlisis de incertidumbre de este modelo
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Figura 6.7: Serie de tiempo para humanos, animales y fleb6tomos infectados cuando Rg < 1.
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Figura 6.8: Serie de tiempo para humanos cuando Ry < 1 variando S,

junto con la bifurcacién hacia atras, muestran que la migracién repentina de humanos o
animales reservorios pueden originar nuevos brotes de la enfermedad.

Descripcién del modelo

La primera causa de retiro de las tropas (ejército, guerrilla y paramilitares) en las selvas
colombianas se origina en las enfermedades tropicales; entre estas, una de las que tiene una
mayor incidencia es la leishmaniasis cutanea. Segin reportes suministrados a los diarios na-
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cionales por el Ministerio de Defensa Colombiano en el 2004 quedaron fuera de combate 3.400
militares a causa de la leishmaniasis. Esta cifra equivale al 13% de tropas que ejecutaban el
llamado “Plan Patriota”. Estos mismos reportes revelan que los soldados retirados por esta
enfermedad no son reemplazados. Es claro que, asi como las tropas oficiales ven disminuidas
sus fuerzas a causa de la leishmaniasis, los grupos ilegales sufren también importantes bajas
causadas por esta enfermedad.

Hasta ahora los estudios acerca de la dindmica de la transmision de la leishmaniasis al
humano depende de las relaciones en el triangulo formado por el humano, el reservorio ani-
mal y el flebétomo vector. El aumento o disminucién de la poblacién humana infectada esta
directamente relacionada con la migracién, ocupacién o colonizacién de regiones donde se
tiene una cierta favorabilidad ecolégica para la transmisién de la enfermedad. Para Lain-
son [76], el més alto riesgo de adquirir la enfermedad para un humano estd basado en las
siguientes tres condiciones:

a) Si el mamifero reservorio es abundante y es cominmente infectado.
b) Si el vector es altamente antropofilico.
¢) Si el vector se alimenta en las horas del dia sobre el humano.

En este estudio se considera como alto de riesgo de iniciarse un brote epidémico si se
tienen las siguientes condiciones:

a) Si el nimero de humanos infectados es abundante.
b) Si el vector es altamente antropofilico y abundante.
¢) Si el vector tiene una muy buena preferencia para alimentarse del humano.

Hasta ahora no se puede afirmar con veracidad si el humano es reservorio del parasito
de las distintas especies de la Leishmania Vianna. Sin embargo, Rojas & Scorza [68], han
confirmando que la transmisién del humano al flebétomo vector tiene lugar.

En este estudio se asumen los resultados obtenidos por Rojas & Scorza [68], tales como
que del 4 al 20% de los fleb6tomos susceptibles que se alimentan sobre el borde de las
lesiones leishmdnicas de pacientes se infectan, lo que implica, para Rojas & Scorza [68], que
estos pacientes pueden ser reservorios potenciales para los fleb6étomos que los pican en las
lesiones y dentro de sus domicilios. Otro resultado importante de Rojas & Scorza es que
ellos observaron en grupos familiares atacados por la enfermedad que primero se daba un
caso y semanas después, dos o tres mas dentro del mismo niicleo familiar. Se puede asumir
una situaciéon similar para el caso de las tropas y los individuos de la poblaciéon civil, una vez
aparece un caso en un grupo en particular y luego semanas después, dentro de este mismo
grupo familiar o de soldados aparecen nuevos casos.

En este modelo partimos de la hipétesis que el humano es reservorio para el parasito de
la Leishmania Viannia y se considera el caso colombiano donde estudios demuestran que en
regiones donde nunca se han presentado casos de leishmaniasis cutanea, la llegada de tropas
como por ejemplo guerrilla a los alrededores de un pueblo por periodos cortos de tiempo,
estd relacionada con la aparicién de casos de leishmaniasis en la poblacién civil [68].

Sean Sy y I, las poblaciones de fleb6tomos susceptibles e infectados respectivamente, S,
y Ip los susceptibles e infectados para la poblacién de un pueblo determinado. Sea S;, I; los
susceptibles e infectados para la poblaciéon de una tropa dada, como por ejemplo ejército
oficial, guerrilla o paramilitares.

La poblacién susceptible de un pueblo o del ejército se mueve a la clase de poblacion
enferma o portadora del pardsito por la picadura de un flebétomo infectado, con una tasa
de picadura b. La poblacién susceptible de vectores se mueve a la clase infecciosa por la
picadura de una hembra flebétomo a un individuo infectado del pueblo o la tropa. A;,
i={v,p,t}, es la tasa de reclutamiento para cada una de la poblaciones. 3 es la probabilidad
de transmisién a un individuo después de ser picado. u;, i = v, p,t tasas de mortalidad para
las respectivas poblaciones. Se define 7, como la tasa de recuperacién de la poblacién civil
v v la tasa de retiro de la tropa por la enfermedad. Se supone que todo nuevo soldado es
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susceptible, la tropa se infecta con una tasa per capita ¢, es decir, cada nuevo soldado se
puede infectar con una probabilidad ¢. El sistema de ecuaciones tiene la forma:

5 1,
Sv<t) = Ay — bﬁsvm - bﬁszpNt — HoSy
: I
L(t) = bﬂsvﬁ +bﬁSvaNt — po Ly

Sp(t) =Ap— bﬁSp]{TUv — kpSp+plp
(6.18)

L(t) = b,@Sprvv —pply —pIp
Se(t) = (1—q)A¢ — bBSe 3¢ — 1S

jt(t) = q/y +555t1{7’; — pedy — el

donde N, = Sy + I, Np = S+ 1, Ny = S+ 1.

El niimero Reproductivo Basico

Para poder visualizar bajo que condiciones se puede dar un brote epidémico mediante el
numero reproductivo bdsico, se considera la probabilidad de infeccién en la tropa ¢ =0y se
obtiene que el equilibrio trivial del sistema (6.18) es

A A A
(55 15.55,05.57.17) = (50.42,0.50)
v D t

y se calcula Rg, por el operador de la siguiente generacion. El sistema (6.18) puede ser
reducido al siguiente sistema

I
Iv(t) = b3S, Np{‘lth +0BSy Np“th — Iy,

Ly(t) = bBSp A= — tiplp —1pIp, (6.19)
Ii(t) = qAy +bﬁst1{7”v — pedy — il

Luego se tiene la matriz

b3S bBS*
“Hv N,FN; NN

_ | vssz

A= FE-mp—m O ’
bBS;
W0 —mw

A se puede reescribir como A= M — D, donde
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RLLES

M= bBS; 0

b3S

Np—i-Nt Np—i-Nt

Ny 0
WSEoo o0
po 0 0
D=10 pp+v 0
0 0 m+m

Entonces B = MD™! y su ecuacién caracteristica es

6 Transmisién por vectores

A4 PA=0,
donde
P b2B2 A Ay V232 A, Ay
Noypiopit(Np + Ni) (e +7¢)  Nopropip(Np + Ne) (pp +7p) .
Por lo tanto el niimero reproductivo basico es
b232A, 4,

. V2524, 4, .
O 7N Noprope(Np+ No) (e + 1))

Nyttt (Np + Ne)(pp +p))

Para verificar la estabilidad del equilibrio trivial tenemos que la matriz jacobiana del

sistema (6.19) es

bBAy

THY i Np NG e (Np N7

bB Ay
bB A

J = ﬁijﬁ “Hp—p
b8 Ag
Ny pt 0

y su ecuacion es

0

—Ht — 7t

AN+ AN+ BA+C =0,

donde

A =pi 4+ pp + fo +Yps

B =ypye + ppye + o Yp + Po Yt + fofip + pppit — 22821

+ o it +Yppe — 23821,

C =piip st + o ftpYe — 22821 fis + Lo Yp it + HoYpYe — $23821 [ty

— 23 7p — 2201,

0 equivalentemente

C = pio (e +7¢) (p +7p) (1 = RE),

donde se tiene que
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o b A
N + Ny N’v

QQZ%Qa
Ny pp

T
Ny it

Es claro que AB >0y AB > C siy sélo si C > 0, es decir, que satisface las condiciones de
estabilidad de Routh-Hurwitz. Entonces se puede decir que el equilibrio trivial es localmente
asintéticamente estable si Rg < 1 [8].

Existencia del equilibrio endémico

El sistema (6.18) se puede reducir al sistema

jv(t): bB[Ny — 1 ]N N, + 0B[Ny ]N N, — by,
Ly(t) = bBINy — L] 4 — pplp — vp 1y, (6.20)

It(t) = q/lt +bﬁ[Nt —It]]{[fl; —,utIt _rYtIt-

Puesto que la dindmica de la tropa por periodos de tiempo no cambia, se considera una
aproximacién a un estado casi estacionario (esto significa que en un periodo de tiempo la
dindmica del sistema se mantiene constante), es decir, I; ~ 0 y se obtiene

* quAt+bBIth
b bBL, + Ny(pe +7e)

Lo mismo ocurre con la dindmica de la poblacién civil, entonces I, = 0 y se obtiene

I bﬁNpIU
P (bﬁlv +MpNv +'YpNv).

sustituyendo I}, I; en la primera ecuacién de (6.20) se obtiene el polinomio

AL+ BI;+CI,+D=0 (6.21)

donde
A= _va262Nt - b353Nt - pr3ﬁ3 _va252Np7

B = —uybBNyp Ny — 1o Nyt NibB — pobBNppp N, _bQﬁth,upN
*bQBQprN — 1o Nyt Neb — p1,bB Ny 1 Ny — b2 32 N Ny 14
— iy Nyt Npb3 — 2 82N,y g Ay + b3 B3 N N, +b 383N, Nv
_NUNUVthbB_b2ﬁ2NpNv'7t_vaﬁNp'Vme

C= —bBN2qApp —bBNZqAyy, + 0> B2 N3qAs — 1o N3y Nppiyp
— 1 N2YeNpyp + b2 B2 Ny NG i, + 02 82Ny Ny — 1o Ny Niyp
— o NG e Nepip = po Ngve Nt — o N e Ny + b2 B2 Np N3
+b252NpN3'7t - NngﬂthNp - NngﬂtNt’va

D = 03N qAy, + BN A pip.
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En este caso, se encuentra que existe un cambio de signo en la secuencia de los coeficientes
A, B, C y D, por lo tanto se puede concluir por la regla de los signos de Descartes, que
existe al menos una raiz real positiva para el polinomio (6.21). Consecuentemente existe un
equilibrio endémico tnico. Este equilibrio tiene la siguiente forma general

S* — Av(Np+Nt) * bﬂAv(Np+Nt)
v bﬁ([;—klg)—i—uv(Np—FNt)’ v uvbﬁ(If+I;,‘)+uv(Np+Nt)
o Ap—|—fypI; . bBI;S,
PbBIL /Ny +pp’ Pt
CbBL /Ny ¢ it + e '

Ahora se prueba la estabilidad del equilibrio endémico. La matriz jacobiana del sistema
(6.20) evaluada en el equilibrio endémico es

—Bi(If —I}}) — o B1(Ny — I3}) B1(Ny — I))
J= By Sy —lp —Vp 0
By S 0 — =Yt
y se obtiene la siguiente ecuacién caracteristica
A+ AN+ Ao+ A3 =0,
donde
Ay = Bilf — Bily + pe + v+ bp +p + o

Ao = —BoSpxB1 Ny + tipyt +Yphit + phofit + pippte + B2S{ B1 Ly +vpvt
+B1I{ v+ BuIf pp + pye + Bl e+ BiIfvp + B2 Sy Bily + pio iy
—Bilyu — Bilyyi — Bl pp — BaSe BiNy — B1rlpvp + pwps

Az = Bilyyppe — Bilgvpve + povpve + BaSp Bily e + popiphit
=B Sy Bi Ny + Bul{ yppe + B2Si Bilyvp + popipye + B2St B1lj jip
—B35¢ BiNyyp — B2S{ B1 Ny pup + Bilipippu + pyppit + BIf ppye
+BQS;.31I:’Y,5 + BIIZ'Yp’Yt - BQS;BleU,LLt - Blfl’j,uput - Blfg‘,up'y,g.

Se puede observar que A1, As > 0. Dado que se puede verificar que
A1 A2 > A3,

se concluye que si se introduce una alta cantidad de soldados infectados a una poblacién de
sblo susceptibles, con la presencia de una gran cantidad de fleb6tomos susceptibles, entonces
Ro > 1 lo que desencadenaria un brote epidémico. Puesto que satisface las condiciones
de estabilidad de Routh-Hurwitz, entonces se puede decir que el equilibrio endémico es
localmente asintéticamente estable si Rg > 1.

Analisis de Sensibilidad

El anélisis de sensibilidad es usado para medir la importancia de los diferentes pardmetros
que componen a Rg, aquel con mayor indice de sensibilidad puede ser el que aumenta o
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disminuye a Rq. Para los valores de los parametros de Rg se han tomado los definidos por
Allan Saul [73]. En la Tabla 13 se presentan los indices de sensibilidad.

Los pardmetros con mayor indice de sensibilidad son b=1y =1, lo que indica que
si la tasa de picadura y la probabilidad de transmisién aumentan en un 100%, entonces
el Rg va aumentar en un 100%. Esto significa que si la tasa de picadura aumenta en
presencia de tropa acantonada en un poblado, la incidencia de la enfermedad inmediatamente
aumenta. También se puede observar que otros parametros que pueden aumentar a R
son las tasas de reclutamiento para los vectores y la tropa, algo importante es que ambos
pardmetros tienen casi el mismo valor. Pero lo contrario ocurre con la tasa de reclutamiento
para la poblacién, ya que esta es la menos sensible. Lo contrario ocurre con los parametros
ty = —0,577, pp = —0,49 y v = —0,42, que si disminuyen por ejemplo en un 50 % entonces
Ro, inmediatamente aumenta en un 50%, esto implica que se tendrian mds fleb6tomos y
soldados infectados.

Resultados numéricos

Los resultados de varias de las simulaciones se han presentado en las Figuras 6.9 y 6.10,
que muestran las distintas implicaciones de la introducciéon de tropas con individuos infec-
tados en un poblado donde la poblacién humana y vectores son todos susceptibles. Con este
nuevo modelo se pretende una vez mas comprobar cuan importante es la participacién del
humano en la transmisién de la Leishmania Viannia. En estas simulaciones se puede ver
que cuando se tiene una tasa muy baja de picadura y también una probabilidad de infeccion
baja se tiene un nimero reproductivo basico Rg < 1, lo que implica que es imposible tener
un brote epidémico como se puede ver en la Figura 17.

7 T T T T T T T
O  Vectores infectados
Poblacion infectada
6 \ : : : — — — Tropa infectada 1

Poblaciones infectadas

0 i i i i i i i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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Figura 6.9: Variacién de las tres poblaciones de infectados con el tiempo para Ry < 1. Estas
poblaciones tienden a un nivel endémico muy bajo.

Un importante resultado obtenido es que después que se tienen soldados acantonados
alrededor de un poblado, con altas tasas de picadura y por lo tanto una alta probabilidad
de transmisién del parésito, las poblaciones de infectados se van rapidamente a el equilibrio
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Figura 6.10: Cuando Rg > 1 la poblacién de flebétomos y la poblacién de un pueblo se van
rapidamente a un equilibrio endémico, la tropa cae a un nivel muy bajo debido a la tasa de
retiro.

endémico, produciéndose un brote epidémico con mucha facilidad como se puede ver en la
Figura 6.10.

Estudios y reportes de perfodico muestran que en promedio el 13 % de los soldados acanto-
nados alrededor de poblaciones con muchos individuos susceptibles y con muchos flebétomos
susceptibles, estan infectados [77]; este es el valor que se le ha dado al pardmetro g. Para
obtener un Rg > 1 y como pasa en la realidad se ha considerado una tasa alta de picadura,
b=0,9 y una probabilidad de infecciéon 5 =0,9. Para las tasas de mortalidad hemos consi-
derado los periodos de vida tanto del humano como del fleb6tomo, claro que para la tropa
se ha considerado una tasa de mortalidad mayor. Para el parametro 4 consideramos que
la totalidad de los soldados infectados se recuperan dado que cuando se encuentran muy
enfermos son retirados. Para el pardmetro v, la totalidad de la poblacién infectada recibe
tratamiento y son recuperados.

Las tropas en Colombia por motivos del conflicto interno, ocupan constantemente regiones
endémicas como el departamento de Cérdoba y la Costa Pacifica. Los militares presentan
leishmaniasis cutdnea en una proporcion de 20 a 65 veces mayor que en la poblacién civil
[78], significando con esto que los militares, més que los trabajadores y habitantes del campo,
estdn en mayor riesgo de contraer y propagar la enfermedad. El soldado como reservorio del
parésito crea todas las condiciones necesarias para que se den brotes epidémicos en estas
zonas selvaticas.

El ntimero reproductivo béasico para este modelo es

2324, 2524, A
Ry - B232 A, A, R b232A, A,
sy

Np+ Ni) (e +)) Nv,Uva(Np "’Nt)(ﬂp ""Yp)) 7

en el cual se diferencia claramente la contribucién de la tropa y la poblacién civil por
separado. En este modelo aunque Rq sea menor que 1, la poblacién de tropa infectada nunca
tiende a cero, pues la alta incidencia de casos en las tropas del conflicto Colombiano mantiene
cierto nivel de la enfermedad en algunas regiones del pais. Dado que la leishmaniasis cutdanea
es frecuente en zonas selvaticas y es poco lo que se puede hacer en ese ambiente para controlar
los flebétomos vectores, son los soldados los que sufren las consecuencias al invadir sus nichos
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ecolégicos. Estos mismos soldados transportan los parasitos a poblados originando nuevos
focos de la enfermedad.






Capitulo 7
Propagacién del VIH

Modelos de Propagacion del VIH

El estudio de la transmisién del virus de inmunodeficiencia humana (VIH) mediante
modelos dinamicos ha sido objeto de un intenso desarrollo en los tltimos afios [79, 80, 81, 82],
sin embargo la infeccién por VIH todavia no se entiende completamente, y por consiguiente
no ha sido completamente modelada [83]. Varios aspectos de la patologia se han identificado
y modelado eficazmente, pero otros aspectos, tales como un modelo méas exacto del sistema
inmune y los efectos terapéuticos de los farmacos, estdn aun siendo objeto de investigacion
experimental y tedrica méas precisa [84, 85, 83, 86].

Por ejemplo, las interacciones dinamicas entre infeccién viral y el sistema inmunolégico
son particularmente complejas [83] y dificil de modelar, ya que hay que tener en cuenta los
efectos de la resistencia y las interacciones entre los medicamentos disponibles. La mayoria
de los individuos infectados no exhiben sintomas por un periodo largo de tiempo, el llamado
periodo de incubacién. La duracién media de este periodo incluye un periodo latente (uno
a seis meses) y un periodo de infeccién de aproximadamente 10 afios (este valor depende de
la edad y de la salud del infectado, y es en general muy variable). Si bien no se conoce la
forma exacta de la distribucién asociada con la duracién del periodo de incubacion, se ha
observado una gran variabilidad en la misma. Ademads, hay evidencia de que la infectividad de
los individuos varia con el tiempo durante el cual se ha estado infectado, es decir, con la edad
de la infeccion. Las formas de transmisién incluyen coito vaginal, coito anal, transfusiones
de sangre y uso de agujas hipodérmicas contaminadas. Es evidente que el entendimiento de
la diversidad de comportamientos sociales y sexuales que determinan el nivel de endogamia
y heterogamia entre los individuos de cada grupo (definidos por dichos comportamientos),
es de fundamental importancia en la evaluacién de la propagacién (y consecuencias) de las
epidemias del SIDA [87, 88, 89].

La Organizaciéon Mundial de la salud estima que hay entre 35 y 40 millones de individuos
infectados en todo el mundo. Si bien las estadisticas en los paises en vias de desarrollo no
son totalmente confiables, se estima que la situacién en varios paises del Africa ha empezado
a alcanzar niveles de infeccion del VIH peligrosamente altos. La situacién en Latinoamérica
no ha sido completamente evaluada, sin embargo, se han observado un niimero creciente de
casos en paises como México, y un nimero alarmante de casos de SIDA en Brasil. En los
EEUU, donde se tiene un sistema de vigilancia mas eficiente, se habian reportado mas de
1,200,000 casos, y se estima que més de 1,000,000 de personas han sido infectadas por el VIH.
En los EEUU, més de 50% de los casos reportados de SIDA han fallecido y se espera que la
mayoria de los individuos infectados (90 %) fallecerdn, debido a complicaciones directamente
asociadas con este tipo de infeccién, dos o tres anos después de exhibir sintomas severos del
SIDA. El efecto de drogas terapéuticas como el AZT ha sido minimo en la prolongacién de
la vida de los enfermos con SIDA (si bien la calidad de vida ha mejorado). El estudio de la
dindmica del virus se ve complicado por una gran variedad de circunstancias.

71
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Varios autores, entre los que se encuentran Castillo-Chavez et al. [[16, 90]] y Greenhalg
et al. [91], han desarrollado modelos que se concentran exclusivamente en la transmisién
sexual del SIDA. En esta secciéon describiremos un modelo mas simple.

Supongamos que los miembros de la poblacién se combinan de una manera homogénea y
que todos los individuos infectados son infecciosos. Ademas, si bien se supone que la duraciéon
del periodo de infeccién es variable, en este modelo todos los individuos infectados son
igualmente capaces de transmitir la infeccién (es decir, son igualmente infecciosos) y que la
transmisién es a través de contactos homosexuales. En las secciones siguientes describiremos
extensiones de este modelo que incorporan heterogenidad en la mezcla de individuos y
variabilidad en la capacidad de transmitir la infeccion.

La poblacién de individuos se divide en tres clases epidemioldgicas: S, la de los suscepti-
bles; I, la de los infecciosos asintomadticos; y A, la de los portadores (obviamente) sintéma-
ticos. Se supone que los miembros de la clase A no son sexualmente activos, y que, por lo
tanto, son incapaces de transmitir el VIH sexualmente. A denota la tasa de reclutamiento de
susceptibles (no hay reclutamiento en los otros grupos); p denota la tasa de remocién de la
clase de individuos sexualmente activos; d denota la tasa de mortalidad por el SIDA; A de-
nota el coeficiente de transmisiéon por amante infeccioso; y C'(T") denota el nimero promedio
de parejas que un individuo tipico puede tener por unidad de tiempo cuando el nimero de
individuos sexualmente activos es T = S+ I. Generalmente C(T) es una funcién creciente
de T cuando T es pequenia y se satura cuando T es grande. El factor I/T denota la probabi-
lidad de que un individuo elegido al azar sea infeccioso. La incidencia (es decir, el ntimero de
casos nuevos de infeccién por unidad de tiempo) estd dado por consiguiente por AC(T)S %;
P(s) representa la probabilidad de que un individuo, dado que sobrevive, es infeccioso s
unidades de tiempo después de haberse infectado. P(s) es, por consiguiente, una funcién
no negativa y no decreciente; ademas P(0) =1, y se supone que fooo P(s)ds < oco. Notese
que —P’(z) denota la tasa de remocién de individuos del grupo A, z unidades de tiempo
después de haber sido infectados. El modelo con un periodo de incubacién distribuido para
la transmisién sexual del VIH/SIDA es

%&’3 —A—AC(T()S() = _ s,

t
I(t) =Io(t)+ /0 AC(T(x))S(x);%e_“(t_m)P(t —z)da,

A(t) =Ag () + Aye” Dt 4 / t / ' )\C(T(x))S(x);((m))e_“(t‘@
0 Jo x

[—P/(T - :E)e_(‘”d)(t_ﬂ} dxdr,

donde las funciones (con soporte compacto) Iy(t), Ag(t), y la constante Ay, tienen el objetivo
de incorporar el conjunto de condiciones iniciales necesarias.

Este modelo generaliza y extiende los modelos de Anderson et al. [92] y de Anderson y
May [93]. Los resultados andliticos que describimos a continuacion generalizan y confirman
los resultados locales y las simulaciones nimericas para formas especificas de P(s) y C(T'(t))
(constantes) utilizadas por Blythe y Anderson [94]. Nuestro modelo tiene dos estados atrac-
tores: el estado libre de infeccién y el estado endémico. Cuando P(s)e~**, Castillo-Chavez
et al. [95, 96, 97], han demostrado que el estado libre de infeccién con coordenadas (%,0,0)
es un estado globalmente asintéticamente estable si y solo si el nimero reproductivo basico

Ro=\C (ﬁ) uﬁ < 1. Por otro lado, Ry > 1 garantiza la existencia de un estado endémico

Unico, el cual es un atractor global para todas las soluciones positivas. Otra vez R tiene un
papel central en el estudio de la dindmica de este modelo. En los modelos epidemiologicos
clésicos (vease a Hethcote y Yorke [45]) C(T) es constante, por consiguiente el teorema



7 Propagacion del VIH 73

umbral correspondiente (véase Anderson et al. [92]) no depende del tamafio de la poblacién
sexualmente activa. Nuestro resultado considera los efectos de la densidad de individuos en
modelos para la transmision de enfermedades venéreas.

Los resultados que hemos establecido cuando P(s) es una funcién arbitraria (pero bio-
légicamente razonable) son los siguientes: el estado libre de infeccién es un atractor global

siempre que el nimero reproductivo basico Rg = \C (ﬁ) fo e M P(s)ds < 1. Si, por otro

lado, se tiene que Rg > 1, entonces, el siguiente sistema (en el que se ignora la ecuacién para
A ya que esta no juega ningtn papel en el andlisis):

ds W (t)
& = ACTO)SO) 5 —HS®),

) = [ AC(T@))S@)meW@PI(t _ 2)dax,

tiene un estado endémico tnico, el cual es localmente asintdéticamente estable.

Varios aspectos técnicos han sido omitidos en esta seccion. Los resultados para la funciéon
arbitraria P(s) correspondiente al caso Ry > 1 son locales y, por consiguiente la regién del
espacio de los pardmetros donde estos resultados son validos puede ser muy reducida. Esto
obliga a tomar en consideracién el efecto de las condiciones iniciales y por consiguiente,
los resultados que obtenemos son validos inicamente cuando las condiciones iniciales estan
“cerca” de los puntos de equilibrio del sistema limite que acabamos de describir para todo
tiempo t. Por otro lado, bioldgicamente observamos que la infeccién se puede mantener en
niveles endémicos si y solo si Rg > 1, por lo tanto solo se consideran estrategias de control
que pueden reducir Rg por debajo de su valor critico.

En el caso del SIDA, no es suficiente considerar una poblacién homogénea ya que la dina-
mica de la enfermedad puede ser seriamente afectada por el hecho de que grupos diferentes
de individuos tienen distintos tipos de comportamientos sociales y sexuales.

En esta seccion hemos demostrado que nuestro modelo es cualitativamente robusto y
constituye un buen candidato para la construccion de modelos para poblaciones que se
combinan en una forma heterogénea. En los ultimos anos se han desarrollado varios modelos
que incorporan formas arbitrarias de estructuras sociales y sexuales. Este es el tema del
siguiente capitulo.






Capitulo 8
Estructura social

FEl caso de la Gonorrea

La gonorrea es una enfermedad venérea relativamente facil de transmitir. La mayoria
de los hombres infectados exhiben sintomas pero un gran numero de mujeres no. Esta
asintomatologia tiene consecuencias médicas serias incluyendo inflamacién de la pelvis la
cual puede causar la esterilidad de la mujer infectada. Aparentemente la probabilidad de
transmisién por contacto es asimétrica, siendo mucho mas alta para hombres infectados que
para mujeres infectadas. Aunque la gonorrea es facilmente tratable con el uso de antibidticos,
debido a la gran incidencia de casos en todo el mundo, formas de gonorrea resistentes a los
antibidticos han empezado a aparecer. Recientemente, B. R. Morin y colaboradores han
publicado un modelo de la transmisién de la gonorrea (en una poblacién de gran actividad
homosexual entre hombres (HSH)), donde se estudia el impacto de un comportamiento
seguro en la dindmica de la prevalencia de la gonorrea [98]. En un trabajo més reciente [99],
un modelo matematico fue disefiado para investigar la interaccién entre la gonorrea y el VIH
en presencia de terapia antirretroviral y en presencia del tratamiento de la gonorrea. En este
trabajo ademas se estudia el impacto de la gonorrea y su tratamiento en la dindmica del
VIH. Hethcote y Yorke (1984) [45] en una monografia excelente describen el uso de modelos
matematicos para el control de la gonorrea en los EEUU. Los resultados de Hethcote y
Yorke constituyen uno de los mejores ejemplos de la aplicacién de modelos matematicos en
el control de epidemias.

Tradicionalmente los modelos clasicos de gonorrea han considerado poblaciones de indi-
viduos que no varfan con el tiempo, es decir, las subpoblaciones que se mezclan (social y
sexualmente) y que tienen un tamaifio constante. Esta suposicién ha sido muy util en la
evaluacién de los méritos relativos de varias medidas de control; sin embargo, no es apro-
piada en situaciones donde se desea evaluar el impacto que tienen en la transmision de
enfermedades venéreas las diferentes estructuras sociales y sexuales [100].f La suposicién de
que las subpoblaciones que interactuan tienen siempre el mismo nimero de individuos es
equivalente a la suposicién de que las probabilidades de combinacién entre grupos (o entre
individuos de grupos diferentes) son constantes. Por lo tanto, el andlisis realizado bajo esta
suposicion es solamente valido para poblaciones que han alcanzado un estado de equilbrio
[101].

Aqui, se considera una poblacién de individuos heterosexuales sexualmente activos. La
poblacién se subdivide en clases o subpoblaciones basadas en el sexo, raza, nivel socioeco-
némico, nivel promedio de actividad sexual, etc., de sus individuos. Modelos que incorporan
otros factores como la edad de los individuos, la edad de la infeccién, variabilidad en infecti-
vidad, y la duracién de las relaciones entre parejas, también pueden ser desarrollados (vedse
a Busenberg y Castillo-Chavez, 1989, 1991 [[16], [90], [10]]. Para el modelo se consideran
N subpoblaciones de mujeres y L subpoblaciones de hombres sexualmente activos. Cada
subpoblacién es dividida en dos clases epidemiolégicas: Sjm(t) y Sih(t) (mujeres y hombres
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suceptibles, es decir, no infectados y sexualmente activos, al tiempo t); Ij’-”(t) y Iih (t) (muje-
res y hombres infectados e infecciosos al tiempo t); con j=1,..., N ei=1,..., L. Por lo tanto
el nimero total de individuos sexualmente activos de cada sexo y en cada subpoblacién al
tiempo ¢ estdn representados por 17" (t) = S7"(t) + I7*(t) ¥ Th(t) = Sh(t)+ 11 (t).

B;”(t) y Blh(t) denotan las tasas de incidencia del grupo j de mujeres y del grupo ¢
de hombres al tiempo t; es decir, el nimero de nuevos casos por unidad de tiempo. Las
expresiones para Bjm(t) y BI(t) estan dadas por funciones complicadas que dependen de la
frecuencia y el tipo de interaccion sexual entre mujeres susceptibles del grupo j, hombres
susceptibles del grupo 4, y todos los individuos (del sexo opuesto correspondiente) de todos
los otros grupos.

Si /1;7‘ y A? denotan las tasas de reclutamiento (que se suponen constantes), Wity
u?denotan las tasas (constantes) de remocién de la poblacién sexualmente activa, y 7;-“
y 7 denotan las tasas (constantes) de recuperacién (o curacién) de la gonorrea. Podemos
formular facilmente el siguiente modelo para la dindmica de la transmisién de la gonorrea
en una poblacion heterosexual compuesta de L x N grupos

de;(t) — AT — BIMt) — @ ST () + A I 1),
%t(t) =B (t) — (v + u ) I,

dsgt(t) = Al — Bl (t) =l SE(8) + AL IM(1),
# = Bl (t) = (v + ) I},

donde¢=1,..,.Lyj=1,..,N.

Claramente, este modelo estard determinado completamente cuando se proporcionan ex-
presiones explicitas para las incidencias Bjm(t) y Bf‘(t). Las funciones que describen las
incidencias seran construidas en dos etapas: primero las expresaremos como funciones de
las probabilidades de apareamiento p;;(t) y ¢;i(t): i=1,...,Ly j=1,..,N; y en la seccion
siguiente, estas probabilidades de apareamiento seran descritas a través de un sistema axio-
matico desarrollado para describir matematicamente las relaciones sociales y sexuales de
una poblacién heterosexual.

Empezamos con las siguientes definiciones:

a) pi;(t): denota la proporcién de parejas que los hombres del grupo i forman con el grupo
de mujeres j | dado que formaron una pareja al tiempo t.

b) g;i(t): denota la proporcién de parejas que las mujeres del grupo j forman con el grupo
de hombres i | dado que formaron una pareja al tiempo .

¢) T(t): el nimero de hombres sexualmente activos del grupo i al tiempo t.

d) T7"(t): el nimero de mujeres sexualmente activas del grupo j al tiempo .

e) ¢;: el ntimero medio de parejas que los hombres del grupo ¢ forman por unidad de tiem-
po. Por simplicidad se supone que este parametro es constante. Esta suposiciéon es muy
limitante y no es esencial (véase a Hsu Scmitz, [102], [102]).

f) b;: el nimero medio (constante) de parejas que las mujeres del grupo j forman por unidad
de tiempo, por simplicidad se supone que este parametro es constante.

g) Bl el coeficiente de transmisién (constante) de hombres infecciosos del grupo 1,

h) [3}" el coeficiente de transmision (constante) de mujeres infecciosas del grupo 7,

Al hacer uso de estas definiciones obtenemos las siguientes expresiones para las tasas de
incidencia:
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N m

B =S > 5w 0) i
j=1 J
N h

EAURECAC) SEPRICE: o
i=1 i

En el capitulo siguiente discutiremos maneras de seleccionar sistemdticamente formas
especificas para las probabilidades de apareamiento.






Capitulo 9
Sistema Axiomatico de apareamiento

Sistema Axiomatico de estructuras de apareamiento

Soluciones especiales para las probabilidades o modos de apareamiento para poblacio-
nes homosexuales fueron obtenidas por Nold (1980) [103], Hethcote y Yorke [45], Hyman y
Stanley [104, 105], Jacquez et al. [106, 107], Castillo-Chévez y Blythe [16]. Un teorema de
representacién que describe todos los modos posibles de apareamiento como perturbaciones
multiplicativas de apareamientos aleatorios (apareamiento proporcional) fue obtenido por
Busenberg y Castillo-Chévez (1991) [10]. Modelos que describen la dindmica de parejas he-
terosexuales, no sélo de individuos, han sido desarrollados en un contexto demografico por
Kendall [108, 109, 110]. Otro ejemplo importante de su uso se encuentra en el trabajo con
motivacién genética [111, 112]. La formulacién de un sistema axiomético para la descripcién
de la formacién de parejas se encuentra en los trabajos de Fredrickson [113] y McFarland
[114]. Aplicaciones del sistema axiomdtico de Fredrickson-McFarland a modelos epidemio-
légicos ha sido llevado a cabo por Dietz [115], Dietz y Hadeler [116], Castillo-Chavez [16],
Busenberg y Castillo-Chavez [10], Castillo-Chévez et al. [117]. A continuacién discutimos
un sistema axiomatico para la descripcién de los procesos de formacién de parejas heterose-
xuales ([10], y Castillo-Chévez et al. [117]). Al utilizar las probabilidades de apareamiento
pij(t) y ¢ji(t):i=1,...,Ly j=1,..,N podemos describir en forma axiomatica el proceso de
formacién de parejas en una poblacién heterosexual.

Definicién 1. (p;;(t),q;i(t)) se llaman probabilidades de apareamiento/combinacién de
parejas, si y sélo si, satisfacen las siguientes propiedades para todo tiempo :

(A1) 0<p; <1, 0<gj; <1,

N L
(A2) Y iapi=1=%0114
(A3)  &T!pij=bjT!qjivi=1,....L, j=1,...N,

(A4) Si para algun valor de 4, 0 <4 < L o para algin valor de j, 0 < j < N se tiene que
c,-bjTihT]m = 0 entonces p;; = qj; = 0.

Notese que (A3) puede ser interpretada como una ley de conservacién del nimero de
parejas formadas por unidad de tiempo o como una propiedad de reversibilidad de grupos,
mientras que (A4) asegura que la mezcla de subpoblaciones no-existentes o sexualmente
inactivas no puede definirse de una manera arbitraria. Debemos aclarar que la propiedad
(A3) se satisface con tasas de contacto constantes solamente en situaciones muy especificas.
Para que estas tasas se puedan satisfacer en situaciones méas generales, se debe de modificar
la suposicion de que las tasas de apareamiento sean constantes. Por ejemplo se puede suponer
que las tasas de contacto o apareamiento dadas por los vectores ¢ y b son funciones de las
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variables (vectores) de estado Th y T™. Esta suposicién permite que la propiedad (A3) se
cumpla para todo tiempo t si se escogen formas funcionales adecuadas. Si se insiste en que
las tasas de contacto o apareamiento de un sexo sean constantes, digamos se desea que las
tasas dadas por el vector ¢ sean constantes, entonces las tasas de apareamiento del otro
sexo, en este caso las b, se deben de reemplazar por

h
w_gif@m. (9.1)
157

Es decir b se debe de reemplazar por una funcién de {T, ih,T]m}. Esta sustitucién resuelve
todos los problemas pero incluye la suposicién implicita que uno de los sexos (en este caso
el masculino) tiene todas las ventajas y toma todas las decisiones. La realidad obviamente
es muy diferente y mucho més complicada. Detalles de estas y otras variaciones se pueden
encontrar en los trabajos de Castillo-Chévez et al. [117] y Hsu Scmitz [118]. A continuacién
se supondra que las tasas de aparamiento o contacto son constantes con el objetivo de sim-
plificar la discusién; ndtese sin embargo que los resultados no cambian (matemdticamente)
si bien se necesitaria cambiar los detalles.

En el caso del modelo para la gonorrea que se describié anteriormente asi como en la ma-
yoria de los modelos deterministas que modelan la transmisién de enfermedades venéreas,
las subpoblaciones sexualmente activas no se extinguen sino que permanecen sexualmente
activas para todo el tiempo. Ahora procedemos a calcular una clase de soluciones tutiles, que
satisfacen los axiomas (Al) - (A4), las llamadas soluciones de Ross.

Definiciéon 2. Una probabilidad de apareamiento para una poblacién heterosexual es
llamada separable si y s6lo si

pij = [iDj, qji = 95

Esta definicién nos conduce a una caracterizaciéon 1til de las probabilidades de aparea-
miento separables.

Teorema 1. La tinica solucién separable es la solucién de Ross dada por (p;,g;) con

B b; T _ e Th ) .
wzkﬁéiga, %:Aiﬁi—z;jzlwwN,z:L”WL
Zi:l bsz Zj:lchj

Demostracién. Al utilizar (A2) tenemos que
L 1
1=y, z;(}i =97 k constante,
1=

N
1
1= E q; = fzj, I constante,
=1

lo que implica que g; =k y f; =1. Por lo que se cumple

q5i = 9;¢ = kqi = @ (9.2)
pij = fip; = lp; = ;. (9.3)

Si (9.2) v (9.3) se sustituyen en (A3) tenemos que
CiTthlpj = b]‘ijkqi (0] CiT;-hﬁj = bjT]mqi.

Si sumamos sobre todos los valores de 4, entonces
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L L
= h _ 1 .mm — __p.m
BT =Ty 4 =b;T",
j=1 i=1
y utilizamos (9.1),tenemos que
bjT]m
N h
Zi:l biTi

Sumando sobre todos los valores de j se tiene que

N N
Ty P =Gy biT}"
j=1 j=1

b= j=1,...,N. (9.4)

o de forma equivalente
N
Cl‘Tih = (Z Z b]":[}’-m7
Jj=1
y utilizando la ecuacién (9.1) obtenemos la relacién

_ C; Tih
qi = N

— =
Zj:l CjT]m

o L. (9.5)

Es inmediatamente claro que (9.4) y (9.5) satisfacen los axiomas de apareamiento de
mezcla, por lo tanto (pj,q;) satisface (Al) - (A3), y por definicién satisface (A4).

Nota. De (A3) se sigue que

pij _ YiTi" _ b

aGi Tl @

y al utilizar (A4) se observa que el soporte (es decir el conjunto de valores donde no es igual
a cero) de toda funcién de mezcla de dos sexos estd contenido en el suporte de la solucién
de Ross:(pj,q;)-

Busenberg y Castillo-Chavez [10] caracterizaron a todas las soluciones de los axiomas
(A1) - (A4) por medio de perturbaciones multiplicativas de las soluciones de Ross. Estas
perturbaciones se definen por medio de dos matrices, $" = {gb?]} y o™ = {gbﬁ} Con las
matrices " y &™ (donde la h se refiere a hombres y la m a mujeres) definimos las prefe-
rencias y/o afinidades de diversas clases de individuos de cada sexo por los otros tipos del
sexo opuesto. Estas matrices de preferencia pueden cambiar con el tiempo o como resultado
de cambios en las frecuencias de los diferentes tipos de individuos en la poblacién bajo es-
tudio. Estas matrices se llamaran la matriz femenina y la matriz masculina de preferencia,
respectivamente. Con el propédsito de ilustrar el uso de estas matrices, primero formula-
remos explicitamente el teorema de representacién de funciones de apareamiento que fue
establecido por Busenberg y Castillo-Chévez [10]. La formulacién de este resultado requiere
la definicién de las siguientes expresiones

N L
=3 moly, Ri=-l,  V'=) aRl
j=1 i=1
L N
peYad  RP=-. VMY
i=1 j=1

Teorema 2. Dada una funcién de apareamiento (P, Q) se pueden encontrar dos matrices
@M y &™ | que nos permiten expresar las probabilidades de apareamiento como perturbacio-
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nes de las soluciones de Ross. Explicitamente, se tiene que:

_[RP'RE _[RRT
Pij =pj | —m TG YV Qi =G | el (9.6)
conOSR?SlyOSR;»”glparai:{l,...,L},j:{l,...,N}.Ademés
L L . .
Y la<ty Y g<1, siysolosi, ¢l=gl+RIRT {V’I_Vm]
i=1 i=1
si y solo si
1 1
ho_ h
i = ¢ji + R R} [W—W]~ (9.7)

Las condiciones 0 < th <lyo0< R;” <1 son equivalentes a las condiciones 0 < llh <ly
0< l;” < 1; por lo tanto las desigualdades

garantizan que V" >0y que V™ > 0. La expresién (9.6) revela que las matrices P;; v Qs
estdn dadas por funciones implicitas de las frecuencias (y por consiguiente del tiempo). La
relacién dada por la ecuacién (9.7) revela la relacién implicita forzada por (A3) entre los
elementos de " y &™. Si dejamos que

P1 q1
P=|": y Q=11:1,

DN qL

es decir, si usamos notaciéon matricial, se puede observar que la relacién (9.7) es de la forma

th :qu)(PaQa@mv@h)? (98)

donde los elementos de 1) se definen coordenada por coordenada utilizando la relaciéon da-
da por (9.7). La expresién no lineal dada por (9.8) resume sucintamente las restricciones
impuestas por (A3) en los modos de apareamiento.

Concluimos este capitulo enunciando un resultado util que nos puede ayudar a clarificar
el papel de las matrices de afinidad/preferencia oMy ™,

Teorema 3. Si (b?j =a,0<<1 Vi, osi (b?l? =, Vj,i; oy B constantes, entonces se
tiene que P;; = p; and Q;; = ¢;. Es decir, la ecuacion (9.6) se reduce a la solucion de Ross.
Esto es, si no hay variacién en las matrices de afinidad/preferencia, entonces la poblacién
se mezcla de una manera aleatoria.

Notas.

1. En el sistema axiomatico para el apareamiento de homosexuales, la tinica solucién sepa-
rable es la de apareamiento proporcional.

2. Varias soluciones particulares para poblaciones homosexuales han sido discutidas en la
literatura. Estas incluyen la de apareamiento preferido, apareamiento entre similares, etc.,
(véase a Nold [103], Hethcote y Yorke [45], Castillo-Chavez y Blythe [16], Jacquez et al.
1988, 1989, Hyman y Stanley [105].
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3. Hsu Schmitz, Busnberg, and Castillo-Chévez han demostrado que es posible caracterizar
todos los modos de apareamiento dados por la ecuacién (9.6) utilizando sélo la matriz de
preferencia/afinidad de un sexo (ver Hsu Scmitz [118]).






Capitulo 10
SIDA con infectividad variable

Modelos para la transmision del SIDA con infectividad variable

En este capitulo discutiremos brevemente una de las varias formas de incorporar la edad
de la infeccién y la infectividad variable en modelos para la propagacién del SIDA. La
notacién que se utilizard es la misma que la del capitulo 7.

La mayoria de los modelos epidemiolégicos suponen que todos los individuos infecciosos
son igualmente capaces de transmitir la infecciéon. Esta suposicién es razonable en el estu-
dio de enfermedades directamente transmisibles (comunicables) como la influenza (véase a
Castillo-Chévez et al. [16], [90] y las referencias citadas en estos articulos) o en el estudio
de enfermedades venéreas como la gonorrea (véase a Hethcote y Yorke [45] y las referencias
citadas en este libro).

La epidemia del SIDA ha forzado a los investigadores a estudiar los efectos de la va-
riabilidad mostrada por la infectividad individual en la transmisién del VIH. Los datos
experimentales de Francis et al. [119], Salahuddin et al. [120], y Lange et al. [121], han
aportado informacién relativa a la forma que la curva de infectividad posee. Estos estudios
han dado gran impetu a la teoria de las dos modas que describiremos a continuaciéon. Una
vez que un individuo ha sido infectado, hay un periodo latente de 2 a 4 meses, el cual es
seguido por un incremento notable en el nivel de anticuerpos contra el virus (primer moda).
Este periodo tiene un duracién aproximada de 6 meses, después del cual se observa una
reduccién en el nivel de anticuerpos de los individuos infectados. Los niveles permanecen
muy bajos por perfodos muy largos de tiempo (supuestamente 7 u 8 afios). Finalmente,
aproximadamente un afio antes de la apariciéon de sintomas severos del SIDA, se observa un
aumento sustancial en el nivel de anticuerpos contra el virus (la segunda moda). Si bien,
estrictamente no es posible identificar el nivel de anticuerpos contra el virus en la sangre
con los niveles de infectividad, los datos nos proporcionan razon suficiente para estudiar los
posibles efectos de la infectividad variable a través de modelos matemaéticos. El propésito
de estos estudios matematicos, es el de clarificar qué tan importante es el conocimiento de
esta curva de infectividad para el entendimiento de la dindmica del SIDA. Obviamente, no
se pueden realizar experimentos con un grupo de individuos para documentar la curva de
infectividad. Es precisamente en estas situaciones que no tenemos otras alternativas mas
que utilizar modelos matemaéticos.

Simulaciones niimericas de modelos que incorporan infectividad variable (véase a Hyman
y Stanley [[104], [105]]) han demostrado que los comportamientos transitorios son muy
sensibles a la forma y la ocurrencia de la primera moda. Sin embargo, todas las simulaciones
publicadas indican el mismo comportamiento cualitativo indicado en el capitulo 7, es decir,
las soluciones convergen (si Rg > 1) hacia un punto de equilibrio endémico. Las simulaciones
de Hyman y Stanley [[104], [105]] indican el mismo comportamiento cualitativo atin con la
presencia de heterogeneidad en el comportamiento sexual (véase a Castillo-Chévez et al.
[95], [96] y Huang et al. [122]). La discusién del capitulo 7 indica que las interacciones
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entre perfodos de incubacién distribuidos y actividad sexual promedio no lineales (funcién
del tamafio de la poblacién sexualmente activa) no son suficientes para generar soluciones
oscilatorias (por lo menos a través de una bifurcacién de Hopf). En esta seccién discutiremos
brevemente el efecto en los resultados del capitulo 7 si afiadimos infectividad variable a una
poblacién que se mezcla en forma homogénea.

Incorporaremos los siguientes ingredientes en nuestro modelo matematico:

i) Una relacién funcional no lineal entre la actividad sexual media por individuo (per capita)
y el tamano de la poblacién sexualmente activa.

ii) Una estratificacién de la poblacién infectada de acuerdo a su edad de infeccién; es decir,
se considera el efecto de la duracién de la infeccion.

iii)Una tasa de remocién de la clase infectada que depende de la edad de la infeccién y por lo
tanto que depende de cémo los individuos son afectados por la duracién de la infeccién.

iv)Una infectividad que depende de la edad de la infeccion.

Los primeros tres ingredientes de este modelo son los mismos de Castillo-Chavez et al.
[95], [96],[97] y del capitulo 7, pero la estratificacién de acuerdo a la edad de la infeccion
no fue incorporada explicitamente. El cuarto ingrediente ha sido anadido para estudiar los
efectos de la infectividad que dependen de la edad de la infeccién y las consecuencias de esta
infectividad en combinacién con otros mecanismos.

Especificamente, dividimos la poblacién en tres grupos: S (susceptibles), I (VIH infec-
tados, pero sin sintomas severos), y A (con sintomas severos del SIDA). Los individuos en
la clase A se consideran sexualmente inactivos y se supone que los individuos sexualmente
activos, es decir los individuos en las clases S e I, escogen a sus parejas al azar.

En este modelo, ¢ denota al tiempo, mientras que 7 denota la duracién o edad de la
infeccién. La unidad de tiempo que elegimos estd dada por la duracién del periodo medio de
actividad sexual de los individuos sin sintomas severos del SIDA. Individuos son reclutados
en la clase S con una tasa constante A. Suponemos que la duracién del periodo de actividad
sexual (de los individuos en la clase S e I) estd distribuida exponencialmente y que, por lo
tanto, la tasa de remocion de actividad sexual estd dada por la constante . Nétese que la
duracién media de la vida sexual de un individuo es 1/u, nuestra unidad de tiempo, y por lo
tanto g = 1. Los individuos infectados con edad de la infeccién 7 dejan de ser sexualmente
activos debido a los efectos del VIH con una tasa a(7). Por consiguiente la probabilidad de
que un individuo sexualmente activo siga siéndolo dado que se infecté hace 7 unidades de
tiempo estda dado por

= [T o).

Estratificamos a la poblacién de acuerdo con su edad de la infeccion de tal forma que
oo
I(t) :/ i(t,T)dr,
0

donde i(t,7) denota la densidad de edades de individuos infectados. La probabilidad de que
una pareja elegida al azar sea un individuo con edad de infeccién 7 es

donde T'(t) = S(t) + I(t) nos da el nimero de individuos sexualmente activos al tiempo
t. Suponemos que un susceptible tipico contrae la infeccién de una pareja infectada de
edad 7 con un riesgo promedio A(7). Por consiguiente la probabilidad de que un individuo
susceptible tipico se infecte al tiempo ¢ (dado que tuvo un contacto sexual con un infectado
al tiempo t) estd dado por la expresién

W)

T@t)’
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donde -
W(t)z/o A(7)i(t,T)dT.

La actividad sexual media es calculada a través del nimero de contactos C(T) que un
individuo tipico tiene por unidad de tiempo. Ademas se supone que este nimero es funciéon
del nimero de individuos sexualmente activos al tiempo ¢, es decir, T'(t). Al utilizar las
definiciones anteriores obtenemos la siguiente expresién para la incidencia (el nimero de
nuevos casos de infeccién por unidad de tiempo):

Analogamente a muchos ejemplos anteriores, formulamos el siguiente modelo mateméatico
para la transmision del VIH en una poblacién estructurada por la edad de la infeccién:

%it) = A—B(t) - S(t); (10.1)

(5 + 31 ) 7 =~ atice (10.2)
. Wi

i(1,0) = B(t) = S()C(T (1) == (10.3)

T=1+5; (10.4)

I(t) = /O T d: (10.5)

Wi(t) = /O APt ) (10.6)
diliit):/Ooooz(T)i(t,T)dT—(1+V)A(t). (10.7)

Si bien A, el nimero de individuos que desarrollan sintomas severos del SIDA (que estén
tan enfermos que no son sexualmente activos) no juegan ningin papel en la dindmica de
la epidemia, hemos proveido una férmula que proporciona el nimero de individuos en esta
clase al tiempo t, debido a que éste es uno de los nimeros que se puede comparar con los
datos obtenidos por las oficinas de salud publica. Nétese que v denota la tasa de mortalidad
de aquellos individuos que tienen sintomas severos de SIDA. Observamos que la suposicién

/ a(T)dr < o0,
0

en este modelo nos permite considerar la posibilidad de que algunos individuos nunca al-
cancen la clase A.

En esta capitulo suponemos que «(7) es una funcién medible y no negativa; A(7) es
una funcién de la edad de la infeccién integrable y no negativa; C'(T) es una funcién no
decreciente de T', con C(T') > 0 siempre que T > 0. Después suponemos que la funcién

no es una funcién creciente de T, es decir, C(T') crece en una forma sublineal que refleja un
proceso de saturacién.

Hay varias maneras de analizar el problema (10.1) - (10.6). Cada una de ellas tiene sus
propias ventajas. La primera reformula el sistema (10.1) - (10.6) como un sistema abstracto
de ecuaciones diferenciales. Esta reformulacién nos provee con un sistema dindmico en tér-
minos de S e [ 1til, si uno desea estudiar la inestabildad o persistencia de las soluciones.
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La segunda reformulacién se obtiene al integrar el sistema (10.1) - (10.6) a lo largo de sus
curvas caracteristicas (ver a Webb [123]), generando de esta manera el mismo sistema diné-
mico pero de una manera diferente. La tercera reformulacion, también se obtiene al integrar
el sistema (10.1) - (10.6) sobre las curvas caracteristicas pero en esta ocasién se reduce al
siguiente sistema de ecuaciones integrales:

S=A-B*P + fi1, (10.8)
V = B*Pat1+ fo, (10.9)
W =B*Q+ f3, (10.10)
B=SM(S+V)W. (10.11)

Aqui, hemos utilizado la notacién siguiente:

f(t) = (S(0) —
_ > P Pa-i-l() -
t—/t (0.7 1) et s
= sy Loy
t Poz+1( t) ’
()= 4D

Notese que: f; =0, ¢t = 00. P y Py se define de forma analoga a P.

Algunas de las cantidades que se acaban de definir tienen un significado intuitivo. Por
ejemplo, P(s) =e~* nos da la probabilidad de que un individuo sano (es decir que no ha
entrado en la clase A) es todavia sexualmente activo s unidades de tiempo después de haber
ingresado en la clase de individuos sexualmente activos. P,41(7) nos da la probabilidad
de que un individuo con edad de infecciéon todavia es sexualmente activo. Si sustituimos
la ecuacién (10.11) en las ecuaciones (10.8), (10.9), y (10.10), obtenemos un sistema de
ecuaciones integrales de convolucién del tipo Volterra que ha sido bastante estudiado. Si
por otro lado sustituimos las ecuaciones (10.8), (10.9), y (10.10) en la ecuacién (10.11)
entonces reducimos el sistema a una ecuacién integral que si bien no es de tipo Volterra
tiene la ventaja de ser una ecuacién escalar.

De la ecuacién (10.1) notamos que S(t) permanece positiva (no negativa) si S(0) tiene
la propiedad correspondiente. Facilmente se puede uno asegurar que la no negatividad es
preservada por el flujo del sistema. Si integramos la ecuacién (10.2) y la combinamos con la
ecuacion (10.1) obtenemos la siguiente desigualdad diferencial:

dT
— < A-T,
dt
y por consiguiente, la cota apriori :
S(t),I(t) <T(t)=St)+1(t) < A+(T(0)—Ae " (10.12)

Al utilizar la teoria desarrollada en Webb [123] o al aplicar los métodos estdndares de punto
fijo al sistema (10.8), (10.11), se puede demostrar que el modelo estd bien formulado mate-
maticamente, es decir, dadas condiciones iniciales no negativas, hay una solucién no negativa
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Unica asociada con estas condiciones iniciales. Ademas, la solucién depende continuamente
de las condiciones iniciales, y las funciones S, I, W, B son continuas y satisfacen la cota
apriori dada por (10.12).

Ahora procedemos a discutir los estados estacionarios posibles: el estado libre de infeccion
y el estado endémico. Estas soluciones son importantes debido a que sus existencias (como se
ha visto en los capitulos anteriores) estdn intimamente conectadas al ntimero reproductivo
bésico Rg, y porque estos puntos de equilbrio son los que generalmente determinan el com-
portamiento asintético del modelo. Aqui demostramos que cuando Rg < 1, la enfermedad
desaparece mientras que si Rg > 1, la enfermedad persiste. Si la enfermedad persiste, hay un
equilibrio endémico tnico que es localmente asintéticamente estable cuando R es un poco
mayor que 1, pero que pierde su estabilidad cuando Rg aumenta. Atn cuando el punto de
equilibrio endémico sea inestable, este punto de equilibrio puede ser un buen indicador de la
severidad de la enfermedad. Por ejemplo, en este modelo se puede demostrar que la inciden-
cia fluctia alrededor del punto de equilibrio endémico (véase Thieme and Castillo-Chévez
[124]).

Empezamos nuestro andlisis al notar que el sistema (10.1) - (10.6) siempre tiene el punto
de equilibrio libre de la infeccién

So=4, Ip=0, Wp=0, Bp=0, i9=0.

Para demostrar la existencia de un punto de equilibrio endémico del sistema (10.1) - (10.6)
tenemos que estudiar las soluciones del sistema algebraico:

S* = A— B, (10.13)
I* = B*P,11(0), (10.14)
W* = B*Q(0), (10.15)
B* = %C(T*)W*, T =S*+1I*. (10.16)

Aqui hemos utilizado a la transformada de Laplace para simplificar la notacion; es decir,

A~

ae)- | T e Qrr,

A

]5@+1(z):/ € T Poy1(7)dr.
0

Al sustituir la ecuacién (10.15) en la ecuacién (10.16) y al dividir por B* (la cual se supone
que es positiva), obtenemos la siguiente ecuacién

S* A
1= FC(T*)Q(O), T =S"+1". (10.17)
Si introducimos la cantidad adimensional (la proporcién de los individuos infectados),
I*
g = Fa

y utilizamos las ecuaciones (10.13), (10.14), y la definicién de T,

S* A

—=1- T =

—=1-¢,

L+ (Pai(m —1)¢

Al sustituir estas expresiones en la primera ecuacién de la expresién (10.17) obtenemos
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A .
Q(0). (10.18)
L+ (Pai(m _1)5

Debido a que C/(T) es una funcién monétona no decreciente de T', y debido a que 1> Py 1(0),
concluimos que el miembro derecho de la ecuacién (10.18) es una funcién estrictamente
decreciente de £. Por consiguiente, cuando & =0, el miembro derecho de la ecuacién (10.18)
da el ntimero reproductivo béasico R, es decir, el valor del nimero reproductivo cuando
todo mundo es susceptible (evaluado en el punto de equilibrio libre de la infeccién):

1=(1-¢)C

Ro proporciona el nimero promedio de infecciones secundarias que un individuo infeccioso
tipico es capaz de generar si se introduce en una poblacién donde todo mundo es susceptible
(es decir, en una poblacién donde no hay infeccién). Al utilizar el teorema del valor medio
obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1. Si Rg < 1, hay un solo punto de equilibrio, el estado libre de la infeccién. Si
Ro > 1, hay también un segundo punto fijo; especificamente, hay un estado endémico tnico.

Este teorema no nos provee con una relacién entre el niimero reproductivo y la dindmica
de la infeccién. Sélo proporciona la informacién necesaria concerniente a la existencia de un
estado de equilibrio donde la infeccién persiste. El teorema siguiente parcialmente conecta
la dindmica del sistema al nimero reproductivo.

Teorema 2. Supongamos que Rg < 1; entonces el estado libre de la infeccién es global-
mente atractivo. En particular tenemos que

B(t),I(t),W(t) — 0, S(t)— A cuando t — o0.

Bosquejo de la demostracion. Al aplicar el lema de Fatou a las ecuaciones (10.10) y
(10.11), y al utilizar la cota dada por (10.12) y el hecho de que C es no decreciente obtenemos
que

lim supB(t) < Ro lim supB(t).
t—o0 t—o0

Este calculo garantiza el resultado del teorema.

En general, no es posible obtener resultados de convergencia global si Ry > 1. Sin em-
bargo, uno puede demostrar que si una trayectoria no es atraida por un estado de equilibrio
endémico, entonces oscila alrededor de este punto de equilibrio.

Teorema 3. Los siguientes resultados se satisfacen si Rg > 1:

{ < B*.
a) tl;nélo supB(t) < B

Si A(7) #0 y 74 es el valor mds pequeiio de 7 tal que A(7) =0 para casi todo 7 > 7. Y si
dejamos que

T+
/ i(0,7)dr > 0,
0

entonces tenemos que

b) lim supB(t) > B*.

t—o0

La demostracion de éste y otros resultados de este tipo se encuentran en Thieme y Castillo-
Chévez [124].

Resultados similares pueden ser derivados para S, I, y W. Nétese, sin embargo, que el
Teorema 3 no nos permite decidir si I, el nimero total de individuos infectados, esta acotado
inferiormente por cero cuando Rqg > 1, y si esta cota depende o no de las condiciones iniciales.
Para responder a esta pregunta es mejor utilizar una reformulacion del modelo (10.1) - (10.6)
que sea adecuada para aplicar la teoria de sistemas dindmicos. Se puede utilizar la teoria
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de la persistencia de soluciones de Hale y Waltman en nuestra situacién [125]. La parte
(b) del Teorema 3 implica la satisfacciéon de la condicién (4.2) del Teorema 4.1 de Hale y
Waltman [125]. Por consiguiente, si combinamos estas observaciones con la ecuacién (20)
concluimos que el flujo de la solucidn tiene un atractor acotado. Al utilizar metédos descritos
en Webb ([123], proposicién 3.16) uno puede demostrar que la solucién del sistema dindmico
es asintoticamente suave. Ademads, el flujo en la frontera, cuando i = 0, es atraido al estado
libre de la infeccién. Los resultados de Hale y Waltman ([125], Teorema 4.2) nos ayudan a
concluir lo siguiente:

Teorema 4: Si Rg > 1y A(7) #0, y 74+ es el valor més pequeiio de 7 para el cual \(7) =0
para casi todo 7 > 7. Y si ademas

T+
/ i(0,7)dT >0,
0

entonces concluimos que
lim infI(t) >e>0,
t— 00

donde € no depende de las condiciones iniciales.
Desafortunadamente, la teoria de persistencia de soluciones de sistemas dindmicos no nos
dice si B y W estan acotados inferiormente por arriba de cero.






Capitulo 11
Transmision de la Influenza

Modelo discreto

Diferentes estudios han sido realizados con el objeto de analizar brotes de influenza y
sus medidas de control [7, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132]. Algunos de estos estudios
incluyen por ejemplo: el impacto del transporte masivo en la transmisiéon de la influenza
[129] o el uso de medidas de control tales como tratamiento, vacunacién o distanciamiento
social [51, 133, 134, 135]. Otros estudios se enfocan en la dindmica de la enfermedad en
los reservorios [132], teniendo en cuenta la interaccién entre aves residentes y migratorias.
Recientemente se ha prestado atencién al estudio de modelos discretos [4, 6, 136, 137, 138].
Este tipo de modelos son mas convenientes ya que permiten comparar de manera mas simple
los resultados obtenidos con datos reales, los cuales son dados de manera discreta.

En esta seccién introducimos un modelo discreto de transmisién de influenza. Consi-
deramos que la poblacion total es dividida en individuos susceptibles (.5), infectados (1),
tratados (T") y recuperados (R). Puesto que consideramos un tnico brote, no consideramos
nacimientos y muertes por causas naturales. La fraccién de individuos susceptibles al tiempo
t que permanecen susceptibles al tiempo ¢+ 1 estd dada por la funcién [4]

umesn (41H),
donde Ny denota la poblaciéon total al tiempo t, 5 es la tasa de transmisién y p es la reduccion
en la infectividad de los individuos que estdn recibiendo tratamiento. La probabilidad de
recuperarse estd dada por o1 (por generacién), para los individuos infectados que no reciben
tratamiento y por oo para los individuos tratados. La mortalidad debida a la enfermedad
estd dada por 0. En la Figura 11.1 presentamos el diagrama que representa la dindmica de
la enfermedad. El modelo esta dado por el sistema de ecuaciones en diferencias:

Sir1 = SiGy

It+1 :St(]-*Gt)+(1*7)(1*01)(175)1’t
Tt+1 = T(l—Ul)(1—5)It+(1—02)Tt
Riy1 =Ri+o0y (1—5)It+0‘2Tt.

(11.1)

Considerando que no se han tomado medidas de control (tratamiento), el modelo se reduce
a

Sir1 = SiGy
It+1 = St(lfGt)‘i’(l*Ul)(l*(;)It (112)
Riyq = Rt+01(1—5)ft
donde
Gt = — £ 11.3
+ = exp BNt . (11.3)

93
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Figura 11.1: Dindmica SITR

Siguiendo las ideas de Brauer [4], a continuacién calculamos el tamaifio final de la epidemia.
De la primera ecuacién en (11.2) tenemos que

Ski1 = S0GoGy ...Gr,

de donde g

ML = GoGh ... G

So
Por lo tanto,

In (%;“) =InGo+InGy+...+InGy. (11.4)
0

Ahora bien, de (11.3) tenemos que

ln(G-)——ﬂ£ (11.5)

i)==Py .

Asumiendo que § =0, N; = N y reemplazando (11.5) en (11.4) obtenemos

de donde

tomando el limite cuando k — oo tenemos que
N ([ So -
—In(=— )= I;. 11.6
Ahora, de la segunda ecuacién en (11.2),
Ip1 —(1—01)(1=0) 11 = Sk (1 - Gi),
pero Si (1—Gy) = Sk — SkG = S, — Sk+1, por lo tanto

Iir1—(1—01)(1=0)Ix = Sk — Sk+1,

sumando sobre k y tomando el limite cuando k — oo tenemos que
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oo
(1=(1=01)(1=6) > T —Io = So — Seo;
k=1
pero So ~ N y Iy =~ 0 entonces
oo
(1=(1-01)1-6) > It =N-—S,
k=1
de donde
(N —Sx). (11.7)

= 1
2= oya )

Reemplazando (11.7) en (11.6) tenemos que

N (S _ 1 -
51“<soo>‘<1—<1—ol><1—6>> (N =520)

y de aqui la relacién del tamaiio final de la epidemia es dada por

. (5;1) - =T =) (1‘5230)’

la cual puede ser escrita como
So Soo
In{ — |)=Ro|(1——
(52)-m(-%)

de donde el niimero reproductivo bésico esta dado por

B
RO:l—(1—o—1)(1—5)‘ (11.8)

Note que § es la tasa de transmisién y :l_(Tll)(l_é) es el tiempo esperado de una persona
en estado infeccioso.

A continuacién introducimos un problema de control éptimo, nuestra meta es encontrar la
fraccién de individuos infectados que deben recibir tratamiento con el objeto de minimizar el
nimero de los mismos al final de la epidemia. Modelos de control 6ptimo aplicados a influenza
tanto continuos como discretos, incluyendo vacunacion, tratamiento y distanciamiento social
han sido estudiados recientemente [51, 134, 135, 133].

Control Optimo

En esta seccién introducimos un problema de control 6ptimo, el cual se resuelve usando
una versién discreta del principio del médximo de Pontryagin. Este principio es un resultado
clasico de la teoria de control, el cual presenta las condiciones necesarias para que una
solucién sea éptima [52].

Para empezar introducimos alguna notacién. Las variables de control y estado estan da-
das por u = (ug,u1,...,ur—1) y « = (x9,x1,22,...,x7) respectivamente, donde los subindices
representan los pasos en el tiempo. La ecuacién en diferencias

Tt41 :g(xt,ut,t) (119)

sujeta a la condicion inicial zg se conoce como ecuaciéon de estado para t =0,1,.. T —1. La
funcién objetivo esta definida como
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T-1

J(u) = &(xr)+ Y f(we,urt) (11.10)

t=0

donde f, g y @ son funciones continuamente diferenciables. El objetivo es minimizar J(u)
sujeto a las ecuaciones de estado dadas en (11.9). Para esto introducimos las variables
adjuntas \; y definimos el Hamiltoniano como

Hy = f(ze,ue,t) + Mg1g(e,ue,t) (11.11)
para t =0,1,..T — 1. Finamente las condiciones necesarias estin dadas por [52]:

= Las ecuaciones adjuntas
OH,

At =— 11.12
t a.’l?t ) ( )
= Condicién de transversalidad
Aty = ' (27,), (11.13)
= Condicién de optimalidad
OH,
8—t =0 en la solucién éptima u*. (11.14)
Ut

Con estas ideas generales, presentamos a continuaciéon nuestro problema particular. El
objetivo es minimizar el nimero de individuos infectados utilizando un minimo esfuerzo en
tratamiento, durante un intervalo finito de tiempo [0,7]. La funcién objetivo asociada al
problema es

> (BuI} +Byr?) (11.15)

donde T = (To,Tl,...,TTf_l) es la variable de control y y; = (S¢, I, Ty, R¢) T (t = 0,1,..,7%)
la variable de estado. Las constantes B; y Bs son medidas del costo relativo de las inter-
venciones sobre el intervalo de tiempo [0,7%]. Con la notacién y definiciones introducidas,
el problema es encontrar el valor de la variable de control 7* tal que
F(r*)=minF(1) (11.16)
T
sujeto al Modelo(11.1) con 0 < T < Tz
Para resolver el problema (11.16) usamos una versién discreta del principio del méximo

de Pontryagin [52, 139, 140]. En este método calculamos el Hamiltoniano y las ecuaciones
adjuntas. El Hamiltoniano asociado al problema (11.16) estd dado por:

1
Ht 25 (Blltz +Bg7’t2) +/\%+15th

+ A1 (S (1= G+ (1=7)(1—01)(1 =) I1)
FAL1 (T(1=01) (1 =0)]; + (1 - 02)T})
+ i1 (Re+01(1=0) 1 +02Ty) (11.17)

donde \! (i =1,...,4) son las variables adjuntas y

I T;
Gy = exp (—3 ttp t). (11.18)
Ny
Las ecuaciones adjuntas estdan dadas por A} = OHy g decir,

= ayz;’
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Ap = G t+1+(1 Gt) i1
A%_Bljt—'_Sthl( t+1 )‘t+1) (1-7)(1—=0o1)(1— 5) t+1

+7(1—01)(1=86)A2  +o1(1— 5)/\?+1 (11.19)
AP = S1Gup (Mpq = M) + (1= 02)A] g +o2Xi
)‘? = )‘?+1

donde Gy estd dado en (11.18), G¢, = exp (—ﬁ) y Gip = exp( 6”) Por otra parte la

condiciéon de optimalidad con respecto al control es %Ht =0, de donde obtenemos

A2 =3 1— 1-0)1,
T = ( t+1 t+1)é a1)( ) t. (11.20)
2

En el siguiente algoritmo presentamos el procedimiento utilizado para resolver el problema
(11.16):

Algoritmo 1.
1: Seleccionar condiciones iniciales para el control 7° y el estado yyq.
2: Para £k =0,1,2... hasta lograr convergencia:
3: Resolver las ecuaciones de estado (11.1)
sujetas a condiciones iniciales apropiadas.
4: Resolver las ecuaciones adjuntas (11.19)
sujetas a condiciones de transversalidad )\Tf =0.
5: Resolver la condicién de optimalidad (11.20).

6: Criterio de Convergencia: Si I ‘T“"l’iu < 0,001 pare,

de lo contrario vuelva al paso 3.

A continuacién presentamos algunos resultados numéricos obtenidos al resolver el proble-
a (11.16). Consideramos dos escenarios, el primero para un valor moderado de Ry =1,5y

el segundo para un valor alto, Ry = 2,5. Resolvemos el problema para tres valores diferentes
de Bj, considerando que el costo relativo de aplicar el tratamiento es bajo (B2 = 0,00001),
moderado (Bz =0,001) y alto (B2 =1). Asumimos que el mdximo valor permitido para 7 es
0,3, es decir un maximo de 30 % de las personas infectadas inician tratamiento cada dia. Los
resultados son presentados en las Figuras 11.2 y 11.3. Los resultados muestran que cuan-
do Bs es pequeno la solucién éptima permite ofrecer tratamiento a un porcentaje elevado
de infectados, lo cual tiene un impacto significativo en la reducciéon del tamano final de la
epidemia. Sin embargo esta reduccién es mucho mayor cuando Rg = 1,5 (95%) que cuando
Ry =2,5(64%). Cuando el costo relativo del tratamiento es alto, la solucién éptima permite
tratar a un numero reducido de infectados con lo que se consigue una menor reduccién en
el tamario final de la epidemia (17% cuando Ry = 1,5y 13% cuando Ry = 2,5).

En [133] se presenta un modelo discreto de transmisién de influenza que incluye indivi-
duos asintomaticos. Ademas del tratamiento se incluye distanciamiento social, es decir, se
considera que todos los individuos reducen el niimero de contactos por dia. Se presentan re-
sultados numéricos comparando las diferentes estrategias de control aplicadas en diferentes
escenarios.

A continuacién presentamos algunas ideas de estimacién de pardmetros. Se presentan
los métodos de minimos cuadrados ordinarios y generalizados. Usando datos sintéticos, los
métodos mencionados son aplicados para estimar algunos de los parametros en el modelo
(11.1).
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Figura 11.2: Para Rg = 1,5, variamos los valores de la constante B2, la cual corresponde
al costo relativo de aplicar el tratamiento. Cuando By toma un valor pequeiio (0,00001) la
solucién éptima permite ofrecer tratamiento a un porcentaje elevado de infectados, lo cual
tiene un impacto significativo en la reduccién del tamaifio final de la epidemia (aproximada-
mente 95%). Cuando el costo relativo del tratamiento es alto (B2 = 1) la solucién éptima
permite tratar a un numero limitado de infectados, lo cual tiene un menor impacto en la
reduccién del tamaiio final de la epidemia(17%).

. ; . 0.3 /,
08 i
+ - ]
@ : o~
307 + 7
5 + f
= T
g2 08y
=
5 S *f
£ Eost v
g 2 !
[ £ 04 1
= = ] I
z ! o
203
(=]
2
202
)
e * Mo control
—B2= oo 01 B2=00001
I ———E2=001
I = =B2=1
) 0 .
0 50 100 150 200 ] 0 100 150 200

tiempa t (diag) tiempo t (diaz)

Figura 11.3: Para Ry = 2,5, variamos los valores de By. Cuando By = 0,00001, es decir,
el costo relativo de aplicar el tratamiento es muy bajo, la solucién éptima permite ofrecer
tratamiento a un porcentaje elevado de infectados, consiguiendo una reduccién del 64% en
el tamarfio final de la epidemia. Cuando Bz = 1, la reduccién es menos significativa (13%).

Estimacion de parametros

A continuacién discutimos aspectos mateméticos y estadisticos de estimacién de pardme-
tros para el modelo discreto (11.1). Utilizaremos las técnicas de minimos cuadrados ordina-
rios (MCO) y generalizados (MCQ) para estimar la tasa de transmisién § y la efectividad
del tratamiento p. Utilizamos datos sintéticos que incluyen ruido con varianza constante y



11 Transmisién de la Influenza 99

no constante. De acuerdo al ruido en los datos, la técnica a utilizar debe ser determinada
(MCO o MCG). Utilizamos gréficas de residuos para verificar si se ha utilizado el modelo
correcto [5].

Dados y = (S,I, T,R) and 8 = (8, p), el Modelo (11.1) puede ser expresado como

Ut+1 = g(t,ut,B). (1121)
El niimero acumulado de individuos infectados esta dado por

k
fk=IO+ZSi_1(1—Gi_1), (11.22)
i=1
Ii_1+pT;_1
parak=1,2,..n,y Gi_i=e P~ & .
Usando el modelo (11.1) y la funcién (11.22) generamos datos sintéticos usando los
pardmetros dados en la Tabla 1 [141, 142]. Los datos son generados de acuerdo a dos modelos
estadisticos [5]

Y= f(ti,00) +¢; ¥ (11.23)
Yi = f(ti,00)(1+¢€;), (11.24)
para i = 1,2,...,m. 8y = (Bo,po) € R? son los parametros usados para generar los datos, y

€; son variables aleatorias idénticamente distribuidas con E(e;) =0 y var(e;) = o2. En el
Modelo (11.23) los residuos estan dados por

R =Y;— f(ti,60) = €, (11.25)

nos referimos a este término como el error con varianza constante y lo denotamos por VC.
Para (11.24) los residuos estdn dados por

R; =Y;— f(ti,00) = € f(t:,60), (11.26)

puesto que estos residuos son proporcionales al modelo, decimos que es un error con varianza
no constante, lo denotamos por VNC.

A continuacién presentamos las dos técnicas, minimos cuadrados ordinarios (MCO) y
generalizados (MCG) y usamos datos con VC y VNC para estimar 8 = (3, p).

11.0.0.1. Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

Para el modelo estadistico(11.23), sea
-1
bors Zargmlngi(ﬁ—f(ti79o))2, (11.27)
para encontrar la solucién del problema (11.27), debemos resolver

n

> (¥ — f(ti,00)) V£ (t:,60) = 0. (11.28)

i=1
Sean R; =Y; — f(ti,00) y J el jacobiano de f, la ecuacién (11.28) puede ser escrita como

JTR=0. (11.29)
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Asf pues, para encontrar la solucién del problema (11.27), resolvemos (11.29) usando el mé-
todo de Gauss-Newton [143] que presentamos a continuacion.

Algoritmo 2. Algoritmo de Gauss-Newton
1: Dado un punto inicial 6;,;; = (ﬁinitapinit) .
2: for k=1,2,...do
3: Resolver el sistema Gauss - Newton
JE T, A0 = —JLRy,.
4: Actualizar el parametro 6 = 0+ Af.
5: Verificar la convergencia, si ||J] Ry|| <€, termine.
6: end for

Los resultados numéricos muestran que usando 5% de ruido y diferentes condiciones
inciales obtenemos los valores de 8 = 0,291406, y p = 0,598297; para varianza constante y
£ =0,270727, p = 0,669467 para varianza no constante. Al final de esta seccién presentamos
la prueba del residuo, la cual nos muestra si el método fue usado correctamente.

11.0.0.2. Minimos Cuadrados Generalizados (MCGQG)

Cuando usamos el modelo (11.24), E(e;) = f(t;,00) y var(e;) = o f2(t;,0p), la varianza
depende del modelo f, asi que el método que debemos usar en este caso para estimar 6 es
el de minimos cuadrados generalizados. En este caso debemos resolver la ecuacién

> wi (Yi— f(ti,06Ls)) V f(ti,0cLs) =0 (11.30)
=1

donde Y; esta dado por (11.24) y w; = f~2(t;,0cLs), [5]. Para resolver la ecuacién (11.30)
usamos de nuevo el método Gauss-Newton, si hacemos W = diag(wi,ws, ..., w,) y modifi-
camos el algoritmo anterior obtenemos:

Algoritmo 3.

1: Dado un punto inicial 6;n:t = (Binit, Pinit) -

2: for k=1,2,...do

3: Resolver el sistema Gauss - Newton

JEWid A0 = —JE Wi Ry,

4: Actualizar el parametro 6 = 6+ Af.

5: Verificar la convergencia, si ||J Wy Ry|| < ¢, termine.

6: end for

Para diferentes condiciones iniciales, con 5% de ruido y aplicando el método MCG, im-
plemetamos el algoritmo anterior usando Matlab. Obtenemos 5 = 0,297121 y p = 0,579450
cuando la varianza es constante y 8 =0,296562, p = 0,580681 para varianza no constante.

Note que usando datos sintéticos, estimamos algunos pardmetros del modelo (11.1), apli-
cando ambos métodos MCO y MCG. En general dado un conjunto de datos, no sabemos la
forma del error (VC o VNC) y por tanto no sabemos cudl de los métodos deberfamos apli-
car. Por esta razon, después de estimar los parametros, debemos investigar si los supuestos
estadisticos y el método utilizado fueron los correctos. Para esto utilizamos la prueba del
residuo [5]; la idea es graficar los residuos vs. el tiempo y los residuos vs. el modelo para
saber si las hipdtesis fueron las correctas.

Para el método MCO, cuando la varianza es constante, de la ecuacién (11.25) obtenemos

R; =Y — f(ti,00) = €,

puesto que los residuos no dependen del modelo, si graficamos los residuos vs. el modelo,
y los residuos vs. el tiempo, obtenemos graficas aleatorias. Si los datos fueron asumidos
incorrectamente, es decir, si usamos MCO para datos con VNC, obtenemos un patréon en la
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grafica porque los residuos dependen del modelo (11.26), es decir
R =Y, — f(ti,00) = € f (i, 00).

En las Figuras 11.4 y 11.5 graficamos los residuos vs. el modelo y los residuos vs. el tiempo
obtenidos usando MCO. En la Figura 11.4, tenemos datos con varianza no constante, dado
que los residuos no dependen del modelo, obtenemos una grafica aleatoria. Sin embargo la
Figura 11.5 muestra un patrén, lo que significa que los datos fueron asumidos de manera
incorrecta, es decir, MCO no pueden ser utilizados cuando la varianza no es constante.

Residual vs time — OLS
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Figura 11.4: Graficas de los residuos vs. el tiempo y los residuos vs. el modelo con 5% de
ruido en los datos y varianza constante, usando MCO. Puesto que los datos fueron asumidos
de manera correcta, obtenemos una grafica aleatoria.

Finalmente cuando tenemos datos con varianza no constante, definimos los residuos mo-
dificados como
}/tL' - f(t’t 5 00)

Rmod = = g0y~ €

siendo los residuos modificados independientes del modelo, para el método MCG, si grafi-
camos R,,q vs. el modelo y R4 vs. tiempo obtenemos una grafica aleatoria. Usando el
método MCG con VC, en la Figura 11.6 los residuos modificados vs. el modelo y los residuos
modificados vs. el tiempo muestran un patrén, lo cual indica que el método usado no fue
correcto. Sin embargo la Figura 11.7 muestra un comportamiento aleatorio, puesto que los
residuos modificados no dependen del modelo. Lo anterior indica que el método (MCG) fue
aplicado correctamente a los datos (VNC).
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Residual vs time — OLS
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Figura 11.5: MCO con varianza no constante. Al gréaficar los residuos vs. el tiempo y los
residuos vs. el modelo con 5% de ruido en los datos. Puesto que los datos fueron asumidos
de manera incorrecta, obtenemos un patrén en la grafica.
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Figura 11.6: Graficas de los residuos modificados vs. el tiempo y vs. el modelo usando datos
con VC, obtenemos un patrén en la gréfica, lo cual indica que el método fue usado de manera
incorrecta.
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Modified Residual vs Time - GLS
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Figura 11.7: Graficas de los residuos modificados vs. el tiempo y vs. el modelo usando datos
con VNC, puesto que los residuos modificados dependen del modelo, obtenemos una grafica
aleatoria lo cual indica que el método fue usado de manera correcta

|parémetr0| descripcién | valor |
B tasa de contacto efectivo 0.2909
P efectividad del tratamiento 0.6
T fraccion de individuos infectados que reciben tratamiento| 0.7
o1 tasa de recuperacién sin tratamiento 1/7
P! tasa de recuperacién con tratamiento 1/5

Cuadro 11.1: pardmetros






Capitulo 12
Introduccién a los modelos probabilisticos

Introduccién

El uso de modelos probabilisticos como herramienta para modelar una gran variedad de
fenémenos requiere del conocimiento de distribuciones probabilistcas discretas y continuas.
En este capitulo presentamos algunas distribuciones que, a pesar de su simplicidad, pueden
ser usadas para modelar fenémenos complejos. Entender de donde surgen y como se rela-
cionan entre ellas es imprescindible para poder conocer sus propiedades y poder asi, hacer
uso Optimo de estas. Es importante también conocer sus limitaciones, traducido esto en el
conocimiento de los supuestos bajo las cuales funciona una distribucién.

Estas distribuciones son: Uniforme y Exponencial, entre las continuas, y Bernoulli, Bino-
mial, Geométrica y Poisson, entre las discretas. Como una herramienta 1til e interesante,
se hara una introduccion a las cadenas de Markov, que, aunque no son distribuciones pro-
babilisticas, es una herramienta muy flexible para modelar la evolucién de un proceso a lo
largo del tiempo.

La forma tradicional de exponer las funciones de probabilidad es mediante la descripcion
de las variables aleatorias que les dan origen. Cabe aclarar que una variable aleatoria no es
otra cosa que el resultado que nosotros damos o medimos en un experimento, por ejemplo,
al lanzar una moneda, podemos definir a la variable aleatoria X como

X = {Cara, Cruz}.
Mientras que un lanzamiento de un dado, podriamos definir
X ={1,2,3,4,5,6},
6 también
X = {Par, Non}
X = {El ntimero es menor de 5, El ntimero es mayor de 5}.

En otras palabras, un experimento puede resultar en una o varias variables aleatorias,
dependiendo de nuestro interés. Estas se clasifican en dos grupos principales: discretas y
continuas, dependiendo de si el espacio en que estan definidas es contable o no. A las prime-
ras, se les asocian funciones llamadas FMP (Funcién de Masa de Probabilidad), definidas
como la probabilidad que la variable aleatoria X tome el valor x;

y FDA (Funcién de Distribucién Acumulada) como la probabilidad que la variable aleatoria
X tome un valor menor o igual a z,

105
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Fx(z)=P(X <x).

Mientras que para las variables aleatorias continuas, se define FDP (Funcién de Densidad
de Probabilidad) en vez de FMP. Sus equivalentes son fx (z) y Fx ().

Distribuciones probabilisticas basicas
Las FMP y FDA de algunas variables aleatorias discretas son:

= X ~UD(a,b), Uniforme Discreta.

Esta distribucion surge cuando una variable aleatoria X toma valores discretos en a <
X < b (inclusive) con igual probabilidad. Es decir

1

Px@ =5

r=a,a+1,a+2,...,b.

= X ~ Ber(p), Bernoulli.

Esta distribuciéon se origina cuando una variable aleatoria X toma uno de dos valores
solamente, con probabilidades p y 1 —p respectivamente. Es decir

PX(x):px(l_p)l_xv 1':031

= X ~ Binomial(n,p), Binomial.

La suma de n variables aleatorias Bernoulli resulta en una distribucién Binomial,

T
n

Px(z) = (

)pw(l—p)”, £=0,1,2,...,n.

» X ~G(p), Geométrica.

Repetir un expermiento Bernoulli hasta que aparezca un evento en particular, se distri-
buye como una variable aleatoria Geométrica,

PX(ac):p(l—p)g”_l, r=1,2,...

Donde p es la probabilidad de que el resultado de interés ocurra en cada experimento
Bernoulli.

En este punto, es tentador presentar otra variable aleatoria discreta muy tutil, llamada
Poisson, sin embargo, para continuar con nuestra dindmica de construir una variable
aleatoria a partir de otras, es preferible esperar hasta introducir una variable aleatoria
llamada FEzponencial, lo cual facilita la construccién de modelos.

» X ~U(a,b), Uniforme Continua.

Esta distribucién resulta cuando una variable X toma valores en a < X < b con la misma
probabilidad, es decir
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1
fX(x):b_a, a<z<b.

= T~ FE(u), Exponencial.

La FDA de una distribucién exponencial estd dada por
Fr(t)=P(T<t)=1—e"".

La distribucién Exponencial puede derivarse a partir de la Uniforme, de la siguiente forma:
imaginemos que tenemos una linea de longitud L y colocamos en ella N puntos al azar, de
acuerdo a una distribucién uniforme en (0, L), y hacemos L — oo y N — oo conservando
N/L — p. Ahora tomemos un punto cualquiera de los N puntos. La distancia de ese
punto con el punto més cercano a su derecha es claramente una variable aleatoria, y su
distribucién puede calcularse. Sin embargo, antes de hacerlo, veamos porqué es importante
encontrar esta distribucién: como p es la concentracién de puntos por unidad, podemos
concebir a p como la intensidad a la que ocurren los puntos cuando vamos avanzando
sobre la linea. Ahora, sea T la distancia de un punto al punto mas cercano a su derecha.
La probabilidad de que la distancia 7" sea mayor de un cierto valor t+h, h > 0 es

P(T >t+h)=P(T > t)P(no puntos en(t,t+h)).
Seleccionemos un valor de h tal que:

P(no puntos en(t,t+h)) = 1 —puh+o(h),
P(un punto en(t,t+h)) = uh+o(h),
P(més de un punto en(t,t+h)) = o(h),

con o(h) una funcién tal que

tenemos que,

P(T>t+h)=P(T>t)(1—ph+o(h)),
P(T>t+h)—P(T>t)=—ph+o(h),
P(T > t+h))—P(T > 1)
h

20}

= —P(T>t)p+ —

Defina P(T >t = Z(t). Tomando el limite h — 0 resulta en

Como Z(0) = P(T > 0) =1 (la probabilidad de que la distancia al siguiente punto sea
positiva es 1), entonces es claro que

Z(t)y=e "t =P(X >1t),

lo cual implica
P(X<t)=1—e M1,

es decir, la distancia al siguiente punto es una exponencial con parametro p. T puede
ser considerado tiempo, en lugar de una distancia euclidiana, por lo que se deduce que
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el tiempo al siguiente evento (salir del compartimento) sigue una distribucién exponencial.
= X~ P(f), Poisson.
La distribucién Poisson es una variable aleatoria discreta, con la siguiente FMP

6—99:2
Px(I)ZT, x=0,1,2,... 6>0.

La distribucién Poisson se puede generar a partir de la distribucién Uniforme de la si-
guiente forma: hemos visto como surge la distribucién Exponencial de la Uniforme, al
colocar N puntos en una linea definida en (0, L) completamente al azar, y se ha demos-
trado que la distancia entre puntos sigue una distribucién Exponencial con parametro
@ = N/L. Bien, si tomamos un sub-intervalo en (0,L) de longitud W, es claro que pue-
de contener z =0,1,2,... puntos. Puede demostrarse con una recursién, que el nimero
de puntos contenidos en ese intervalo es una variable aleatoria Poisson con pardmetro
0=Wp.

La idea de que la distribucion Poisson surge al distribuir puntos al azar en una linea, se
puede generalizar a un espacio de mayor dimensién, es decir, distribuir puntos al azar en
un plano o un volimen cualquiera, resultara en una distribuciéon Poisson para el niimero
de puntos contenidos al muestrear el plano o el volimen.

= X ~G(n,u), Gama.

La distribuciéon Gama es una variable aleatoria continua, con la siguiente FDP
n
fr(t) = L—tn—temHt >0, n=1,273,..

Observe que si n =1, se obtiene la FDP de una distribucién Exponencial. De hecho, la
suma de n variables aleatorias Exponenciales con el mismo parametro p se distribuye
como una variable aleatoria Gama con parametros n y p.

= X~ N(u,o0), Normal

La distribucién Normal es una de las distribuciones de mayor uso y aplicabilidad, debido
a que una gran cantidad de variables aleatorias tienden a una distribucién Normal. Con-
cretamente, el promedio de n variables aleatorias, cada una con Esperanza u y Varianza
02 es una variable aleatoria en si misma, y tenderd a una distribucién Normal con Es-
peranza p y Varianza o?/n. Este es un resultado muy ttil, porque implica que aunque
no conozcamos la distribucién de una variable aleatoria, podemos obtener conclusiones
sobre su esperanza y varianza, entre otras cosas, analizando los promedios.

Una variable aleatoria con distribucién Normal, tiene la siguiente FDP

1 T—p

fX(x):\/%e_(o)2, co<r<oo, oco<pu<oo, >0

Las distribuciones anteriores discretas (Uniforme, Bernoulli, Binomial, Geométrica, Pois-
son) y continuas (Uniforme, Exponencial, Gama y Normal) son modelos valiosos que pueden
aplicarse para modelar una gran variedad de fenémenos. Una recomendacién importante es
el observar los supuestos en los que se basa cada distribucién, y considerar cualquier des-
viacién de estos supuestos.
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Cadenas de Markov

Una herramienta probabilistica importante para modelar fendmenos diversos, son las ca-
denas de Markov. Una cadena de Markov es una sucesion de variables aleatorias X1, X2, X3, ...
donde X; € .S, donde S es un conjunto contable y X; es el valor en S en la i-ésima observacion.
Un ejemplo ayudard a asimilar este concepto mas ficilmente: Supongamos que un insecto
transita a lo largo de su vida por varios estados llamados estadios, por ejemplo, Huevo,
Ninfa 1, Ninfa 2, Ninfa 8 y Adulto, o bien, S = {H, N1, N2, A}. Si registramos diariamente
el estadio de un individuo, este podria ser, en 7 dias seguidos:

{H7 H7H7N17N17N2}7
mientras que para otro individuo estos podrian ser:
{H7H7H7N17N27N2}~

Podemos tal vez agregar un estadio D para indicar si el individuo muere, por lo que
S ={H,N1,Nz,A,D}. Una secuencia tipica podria ser:

{H7H7H7Nl7N17N17N27N27N27N27AaA7A7A7A?D}'

Modelar la secuencia de estadios con una Cadena de Markov, arrojarfa (y de hecho es una
herramienta comtn en entomologfa) informacién importante sobre pardmetros que rigen la
vida de un insecto a través de sus diferentes estadios.

En general, una cadena de Markov (MC), se construye con una matriz con dimensién
igual al nimero de estados posibles, y conteniendo valores p;; que indican la probabilidad
de que un individuo en el estado ¢, pase al estado j a la siguiente transicién. Por supuesto
que 0 <p;; <1.

Al escribir una MC, puede decirse mucho solamente al observarla. Claramente la suma de
cualquier hilera de la matriz de transiciéon de una MC es igual a 1. Si para algtn ¢, p; =1,
entonces el estado ¢ es un estado absorbente, es decir, una vez que se entra a ese estado es
imposible salir de él. Los estados pueden ser recurrentes y transientes, dependiendo de si
hay una probabilidad positiva de volver al mismo estado, o si hay una probabilidad positiva
de no volver a ese estado. Una MC con todos sus estados son recurrentes, se llama érgéodica.

Para ver qué tipo de informacién se puede obtener cuando usamos un modelo de MC,
usaremos dos ejemplos: en uno de ellos, la MC es ergddica, mientras que en el otro no.

Supongamos que un individuo se mueve al azar entre tres compartimentos, llamados 1,2 y
3. La probabilidad de que una vez que esté en el estado i se mueva al estado j estd contenida
en la matriz P,

1 2 3
1/0 05 05
P=2(07 02 01],
3\08 0 02

donde puede verse, por ejemplo, que una vez que el individuo estd en el compartimento 2,
puede pasar al 1 con probabilidad 0,7, permanecer en el mismo compartimento con proba-
bilidad 0,2 o pasar al compartimento 3 con probabilidad 0,1.

El primer resultado es el siguiente: elevando la matriz P a la potencia n nos dice cual es
la probabilidad de que el individuo se encuentre en cada uno de los estados posibles después
de n transiciones. Por ejemplo,

1 2 3
1 /0,6085 0,1740 0,2175
Pt= 20,3132 03301 0,3567
3\0,2784 0,3480 0,3736
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La primera hilera, [0,6085 0,1740 0,2175] se interpreta como la probabilidad de que el
individuo esté en cada uno de los estados, después de 4 transiciones, si el individuo se
encontraba inicialmente en el estado 1. La segunda hilera, [0,3132 0,3301 0,3567] es la
probabilidad de que el individuo esté en cada uno de los estados, después de 4 transiciones,
si el individuo se encontraba inicialmente en el estado 2, y asi para la tercera hilera.

Otro resultado es el siguiente: lim,,_,~, P™ contiene la probabilidad de que el individuo
se encuentre en cada uno de los estados después de un nimero de transiciones n donde
n — 0o. En nuestro caso, podemos encontrar el limite de la siguiente forma: definamos
Q =lim,, - P", observe que

Q= lim P" = lim P""' =P lim P"=PQ=QP,
n— oo n—oo n—oo
lo cual implica que las hileras de Q son iguales. Sea 7’ una de estas hileras. Sea J una matriz
de unos, del mismo tamano que P. Entonces observe que

P =7,
P = 7'l
TP+7'J =71I+7'J,
7 (P+J-1) =77,
7(P+J-1) =1,
o =1P+J-1)"L

En el ejemplo que nos ocupa, 7' =[0,4295 0,2685 0,3020], es decir, a la larga 42,95% del
tiempo el individuo estara en el estado 1.

Supongamos ahora un ejemplo en el que hay estados absorbentes, es decir, la matriz
P tiene en la diagonal, uno o mas 1’s, que corresponden a los estados absorbentes. Inde-
pendientemente de esto, P™ sigue teniendo el mismo significado que antes, sin embargo,
lim,,— 0 P™ puede no tener mucho sentido, ya que naturalmente, el proceso se encontrara
en alguno de los estados absorbentes. La pregunta natural es: cual es la probabilidad de que
el proceso se detenga en el estado absorbente i? Considere por ejemplo la probabilidad de
transicion para una MC con 5 estados,

1 2 3 4 5
1 0 0 0 0
0 03333 0 03333 0,3333
0 0 1 0 0

0,3518 0,2 01442 0,241 0,0629
0 03394 0 03418 0,3188

"
Il
T W N =

Puede verse que los estados 1 y 3 son absorbentes, dado que p1;1 =1 y p33 = 1. Prime-
ramente, podemos reacomodar las hileras y columnas de la matriz P para organizarlas de
una forma més manejable. Por ejemplo,

2 4 5 1 3
2 /0,3333 0,3333 03333 0 0
4| 0,2000 0,2410 0,0629 0,3518 0,1442

P=15]|03394 03418 03188 0 0
1 0 0 0 1 0
3\ 0 0 0 0 1

0 equivalente a
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donde
0,3333 0,3333 0,3333

Q= 0,2000 0,2410 0,0629
0,3394 0,3418 0,3188

ademas
0 0

R = 0,3518 0,1442
0 0

Sea N = (I-Q)~!, entonces W = NR. contiene la probabilidad de absorcién en cada
uno de los estates absorbentes 1 y 3. Después de realizar los calculos, tenemos que la pro-
babilidad de que el proceso termine con absorcién en los estados 1y 3 es 70.93% y 29.07%
respectivamente:

0,7093 0,2907
W =NR = | 0,7093 0,2907
0,7093 0,2907

Observe que dado que el estado 4 es el inico que comunica con los estados absorbentes en
forma directa (es decir, se puede llegar del estado 4 al 1 y 3 en una sola transicién) entonces,
sin importar si el estado inicial es 2, 4 6 5, la probabilidad de absorcién en cada uno de los
estados absorbentes es la misma, en este caso en particular.

Una aplicacion de MC

Una de las aplicaciones relativamente recientes de MC se da precisamente en entomologia,
relacionada con el paso de un individuo a través de las diferentes etapas de vida, definidas
generalmente por atributos morfolégicos o fisiolégicos. Modelar el paso de un individuo
a través de los diferentes estadios como una MC, reviste especial importancia porque los
pardametros que componen la MC, es decir, las probabilidades de transicién aportan mucha
informacion sobre el estadio donde una especie es mas fragil, lo que es importante ya sea para
proteccién o control. En este capitulo no entraremos en detalle sobre la interpretacion de
estos pardmetros para lo que se sugiere un texto como Caswell (2001) [144], y sélo entraremos
en detalle en lo que respecta a la construccién de la MC, usando métodos desarrollados
recientemente por Herndndez et al [145].

La Figura 14.2 muestra el paso de un individuo a través de las diferentes estadios. Cada
estadio tiene tres flechas, que indican las posibles transiciones por unidad de tiempo: pasar
al siguiente estadio, permanecer en el mismo estadio o bien morir (la flecha que apunta hacia
abajo), con probabilidades P;, G; y 1 — P; — G; respectivamente. Las flechas punteadas indi-
can produccién de individuos, por ejemplo, en la Figura 14.2 puede verse que los individuos
en estadios 3 y 4 producen respectivamente f3 y f4 individuos por dia, los cuales pertenecen
al nacer al primer estadio.

La MC que se construye tiene la siguiente estructura, para un ejemplo con 5 estadios,

Gy 0 0 0 O
PrGa 0 0 O
U=|0 P G3 0 0
0 0 PsG4 O
0 0 0 Ps1Gs

Puede observarse que la matriz de transicion U anterior es una transpuesta de la forma
original, en que los estados actuales se indican en las hileras, y la informacién de cada hilera
de P indica la probabilidad de transiciéon a cada uno de los estados. En la matriz U los
estados actuales se indican en columnas y cada columna indica la probabilidad de transicion
a cada estado, por ejemplo, la columna 2 de U contiene los valores [0 G2 P> 0 0], que son
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Figura 12.1: Modelo de desarrollo de un insecto

las probabilidades de que del estado 2, el individuo se quede una unidad de tiempo mas en
ese estado (G2) o de que pase al estado siguiente (Ps). En ecologia de poblaciones, trabajar
con la traspuesta de la forma comiin en que se presentan las MC se debe a que es mas facil
proyectar la poblacién a futuro.

Observe también que la suma de las columnas de esta MC no es igual a 1, debido a que
en esta MC se prescinde del estado absorbente, que es el estado que incluye a los individuos
muertos. Esto es equivalente a la matriz Q en el ejemplo anterior. Un resultado interesante
es el siguiente

N=(I-U)"}

se llama matriz fundamental y contiene la esperanza de tiempo promedio que un individuo
pasa en cada estadio. Concretamente, la j-ésima columna contiene la esperanza de tiempo
en cada estadio, dado que el individuo comienza en el estadio j. Por supuesto que la primer
columna aporta informaciéon valiosa porque se refiere al tiempo en cada estadio desde el
nacimiento, mientras que la diagonal de N contiene los llamados tiempos de residencia, o
sea, la esperanza del tiempo que un individuo pasara en cada estadio, una vez que ha llegado
al mismo.

Uno de los grandes problemas es el estimar los pardmetros de la matriz U. Recientemente,
(Hernéndez-Suérez) se ha encontrado que en forma sencilla, los pardmetros mencionados
pueden estimarse con

1-1/T7 0 0 o0
0,/Ty 1-1/T, 0 0
U— 0  6/Tp 1—1/Ty
: : : 0
0 0 0 o0
0 0 0 e 1-1/Tg

Donde T; es el tiempo de residencia promedio observado en el estadio i, y ; es la fraccion

de individuos que terminan el estadio ¢ y pasan al estadio i+ 1.

Modelos de urnas

Los modelos de urnas presentan una rica variedad de aplicaciones en diversos campos. Es
recomendable conocer sus propiedades tinicas porque a pesar de su simpleza, pueden servir
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para representar modelos complicados. Un excelente texto dedicado exclusivamente a los
modelos de urnas es [146], mientras que [147] contiene un capitulo sumario dedicado a estos
modelos.

Un modelo de urnas consiste, en forma simple, de diferentes distribuciones probabilisticas
que resultan de colocar canicas en urnas. Sea el niimero de canicas b y el nimero de urnas
N. Generalmente se asume que cada urna puede acomodar un ntimero infinito de canicas,
y que cada canica puede caer en cualquiera de las urnas, obviamente con probabilidad 1/N
de caer en una urna especifica (Figura 1).

Una de las distribuciones clasicas es la distribucién del niimero de urnas vacias, Y

N—y

=S (7)) (5

=0

la cual evidentemente no tiene una forma simple. Sin embargo, puede demostrarse que la
esperanza de urnas ocupadas es

E[X]=N-N(1-1/N)®,

que tiende a N(1—e~%N) para N y b moderados.

Una aplicacién simple es la solucion del clasico “problema del cumpleanos”, que se plan-
tea asi: cual es la probabilidad de que n personas tengan todos una fecha de cumpleanos
diferente? El modelo de urnas nos sirve porque podemos imaginar que tenemos 365 urnas
(una para cada dia del ano) y si queremos que n personas tengan diferente cumpleafios
es equivalente a desear que colocamos n canicas en 365 urnas y todas caigan en una urna
diferente. La siguiente tabla nos dice la probabilidad de que n personas tengan todos fecha
diferente de cumpleafios, usando la expresion anterior. Por ejemplo, la probabilidad de que
n personas tengan diferente fecha de cumpleanos requiere usar N = 365, b =n y el nimero
de urnas vacias debe ser y = N —n = 365 —n.

Cuadro 12.1: Probabilidad de que n personas tomadas al azar, tengan fecha diferente de
cumpleanos

n |Prob dif.
15| 0.747
16| 0.716
17| 0.684
18| 0.653
19| 0.620
20| 0.588
21| 0.556
22| 0.524
23| 0.492
24| 0.461
25 0.431

Donde puede verse que la probabilidad de que 23 personas tomadas al azar, todas tengan
diferente fecha de cumpleanos, es menor a 50%. Este hecho parece inverosimil, dado que
relativamente son pocas personas las requeridas para que la probabilidad de tener al menos
dos personas con el mismo cumpleanos sea mayor al de adivinar el lado correcto en el
lanzamiento de una moneda.

Una aplicacién interesante es a la determinacion del Tamano de una epidemia. Imagine
que tenemos una poblacion cerrada de tamafio N, donde se introduce un individuo infectado
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de una enfermedad con un cierto valor de Ry, es decir, cada individuo infectado tiene con-
tacto con una cantidad aleatoria de individuos, con esperanza Rg. Aqui, definimos contacto
como cualquier acto que permitiria a una persona infectada infectar a una persona sana.
Claro esta, al principio, los contactos resultan mas facilmente en infecciones porque es mas
probable que un infectado tenga contacto con una persona sana que con una infectada.

La epidemia termina cuando ya no hay individuos infecciosos, en este momento, el nimero
de individuos infectados se denomina Tamano de la epidemia. Su calculo es dificil, pero aqui
se presenta una forma simple e intuitiva de desarrollarlo, usando modelos de urnas:

Comencemos con N urnas vacias, conteniendo una sola canica colocada al azar. Cada
urna representa un individuo, si la urna esta vacia, el individuo esta sano, si contiene al
menos una canica, el individuo esté infectado.

El proceso es como sigue: cada vez que una canica caiga en una urna vacia, esta lanzara
a su vez un nimero aleatorio de canicas (con media Ry) a las demds N — 1 urnas, repitiendo
el proceso una y otra vez hasta que la ultima generacién de canicas caiga en urnas ya
ocupadas, dando fin a la epidemia. El nimero de urnas ocupadas al final es precisamente el
Tamatio de la epidemia. Como podemos ver, este modelo de transmisién de enfermedades
corresponde al STR, es decir Susceptible-Infeccioso-Removido, donde los Susceptibles son las
urnas vacias, los Infecciosos son las urnas en las que acaba de caer una canica por primera
vez y los Removidos son aquellas urnas en las que ya contienen canicas.

Al final, se habran colocado b canicas en total entre las IV urnas. La esperanza del niimero
de urnas ocupadas, Y, tiende, como vimos anteriormente, a

E[Y]=N(1—e"N),

dado que b, la cantidad de canicas lanzadas, depende a su vez de Y, y por lo tanto b es
también una variable aleatoria, puede escribirse

E[Y]=E[N(1-e M)

El segundo término, puede aproximarse con el primer término de la expansién de la serie
de Taylor, entonces tenemos
E[Y]~ N(1—¢ FLI/NY,

Observe que E[b] = Ry E[Y], entonces
E[Y]~ N(1—¢ Fo EIYI/Ny,

resolviendo numéricamente para F[Y] nos da una aproximacién para la esperanza del tamatio
de una epidemia, dados N y Ry fijos. Observe que si Ry <1 entonces la solucién es E[Y] =0,
mientras que si Ry > 1, hay dos soluciones, ademas de la trivial E[Y] = 0. Estos modelos de
urnas pueden servir para representar el efecto de vacunas (ver [148]).



Capitulo 13
Modelos estocasticos en epidemiologia

Introduccién

Si tomamos una hoja de papel y la arrugamos con la mano hasta reducirla a un objeto
pequeno, podemos realizar un experimento simple que ilustra la esencia estocastica de la
naturaleza: si incendiamos una de las puntas que sobresalen, el fuego se mantendra por unos
instantes y desaparecera, después de haber consumido una parte de la hoja. Si repetimos el
experimento, el resultado sera diferente, lo cual puede verse al desdoblar la hoja y medir el
dano causado, tanto en la disposicién de las quemaduras como por su tamano. Esto se debe
que es practicamente imposible repetir el experimento en sentido estricto, entre otras cosas,
por la imposibilidad de lograr que ambas hojas hayan sido compactadas igualmente y mas
aun, que al comprimirlas, los dobleces en cada hoja sean iguales creando asi una réplica. Esta
es precisamente la naturaleza estocastica de la naturaleza: nuestra imposibilidad de predecir
algo al realizar un experimento nace del hecho de que es muy dificil, sino imposible, repetir
un conjunto de condiciones. La dificultad de encontrar una relacién entre un conjunto de
condiciones iniciales y el resultado final, es lo que causa que el resultado de un experimento
sea estocastico.

En un modelo estocastico, el resultado de la introduccién de un individuo infectado a una
poblacion de susceptibles depende en gran medida del nimero promedio de infecciones que
un individuo infectado puede lograr. Una vez escrito un modelo de compartimentos para la
progresién de una epidemia en una poblacién, es posible, a partir de las tasas de transicion
entre los diferentes compartimentos, calcular ese promedio. Aun fijando este valor, la epide-
mia puede terminar con un nimero mayor o menor de individuos infectados, dependiendo
del azar. En este capitulo analizaremos dos resultados muy ttiles en epidemiologia, en el que
se involucran elementos estocasticos. En el primero, se presenta un método para calcular el
numero de infecciones promedio que un individuo tipico causara desde el momento en que
fue infectado, hasta que deja de ser infeccioso por cualquier motivo. Para esto, se partira
de un modelo de compartimentos y se usardn por primera vez, resultados de demografia
que permiten calcular esta esperanza facilmente. En el segundo resultado, se presentara la
relacién entre esta esperanza y la esperanza del niimero de infecciones totales que ocurriran
en una poblaciéon cuando un individuo infectado se introduce en ella, es decir, el tamario de
la epidemia.

Cadlculo del Ry a partir de un modelo de compartimentos

Imaginemos que tenemos un modelo compartamental para describir las etapas por las
que pasa un individuo desde el momento en que ha sido infectado. Por ejemplo, el modelo
mas simple es el SIS en el que un individuo Susceptible (S) se puede convertir en infeccioso

115
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(I) para después pasar a Susceptible otra vez (S) (Figura 1) . En este modelo, las tasas a las

A+S ul

Figura 13.1: Modelo SIS

que los individuos se mueven de un compartimento a otro estan indicadas junto a las flechas.
Si dividimos esta tasa entre el nimero de individuos en el compartimento, obtendremos la
velocidad a la que un individuo se mueve de un compartimento al otro, por ejemplo, podemos
observar que si hay I individuos en el compartimento I, la velocidad total a la que pasan
individuos de este compartimento al siguiente, S, es pl, es decir, un individuo en particular
pasadeIa S avelocidad p. Para convertir este modelo determinista a un modelo estocéstico,
necesitamos considerar a la velocidad de transicién individual como el pardmetro de una
distribucion exponencial, es decir, usando como ejemplo el compartimento I, cada individuo
en este compartimento permanecera ahi por una cantidad de tiempo aleatoria 7" donde T
sigue la distribucién
P(T>t)=e Mt

Este paso de una tasa p de un modelo determinista a un parametro p de una variable
aleatoria exponencial puede formalizarse: imaginemos que tenemos una linea de longitud L
y colocamos en ella N puntos al azar, de acuerdo a una distribucién uniforme en (0,L), y
hacemos L — oo y N — oo conservando N/L — u. Ahora tomemos un punto cualquiera de
los N puntos. La distancia de ese punto con el punto méas cercano a su derecha es claramente
una variable aleatoria, y su distribucién puede calcularse. Sin embargo, antes de hacerlo,
veamos porqué es importante encontrar esta distribuciéon: como p es la concentracién de
puntos por unidad, podemos concebir a y como la intensidad a la que ocurren los puntos
cuando vamos avanzando sobre la linea y de aqui su equivalencia con la tasa del modelo
determinista. Ahora, sea T la distancia de un punto al punto més cercano a su derecha. La
probabilidad de que la distancia T sea mayor de un cierto valor t+h, h >0 es

P(T >t+h)=P(T >t)P(no puntos en(t,t+h)).
Seleccionemos un valor de h tal que:

P(no puntos en(t,t+h)) = 1 —puh+o(h),
P(un punto en(t,t+h)) = ph+o(h),
P(més de un punto en(t,t+h)) = o(h),

con o(h) una funcién tal que

limhﬁoy =0.

Entonces,

P(T>t+h)=P(T >t)(1—ph+o(h)),
P(T>t+h)—P(T>t)=—uh+o(h),
P(T>t+h))—P(T >1)

o(h)
h :

h

= —P(T>t)u+

Defina P(T >t = Z(t). Tomando el limite h — 0 resulta en
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Como Z(0) = P(T > 0) =1 (la probabilidad de que la distancia al siguiente punto sea positiva
es 1), entonces es claro que
Z(t)y=e"t=P(X >t),

es decir, la distancia al siguiente punto es una exponencial con parametro u. T puede ser
considerado tiempo, en lugar de una distancia euclidiana, por lo que se deduce que el tiempo
al siguiente evento (salir del compartimento) sigue una distribucién exponencial.

Vamos a concentrarnos ahora en responder la siguiente pregunta: dado que en un mo-
delo epidemiolégico estocastico el nimero de infecciones que puede causar un individuo es
aleatorio, ;jcual es su esperanza? La importancia de responder esta pregunta radica en un
resultado muy conocido de la teoria de procesos de ramificacién: si el promedio de descen-
dientes por individuo es menor que 1 la poblacién se extinguird con probabilidad 1, por lo
que, al calcular el promedio de infecciones esperado usando un modelo de compartimentos,
esta esperanza quedard expresada en términos de los pardmetros del modelo y podemos
ver asi la influencia de cada una de ellos en el desarrollo de la epidemia. Algunos de esos
pardmetros son mas facil de afectar que otros y algunos son més influyentes en el desarrollo
de la epidemia, pero esto solo puede saberse una vez calculado la esperanza del nimero de
infecciones causado por un individuo promedio. Resulta claro que algunos individuos tienen
mayor oportunidad de causar infecciones que otros, por muchas razones, incluidas aqui la
diversidad en los hébitos o costumbres, que lo hacen més o menos propenso a transmitir
la enfermedad, sin embargo, en forma natural, el primer individuo infectado tiene mayor
oportunidad de infectar susceptibles que el individuo niimero 100, precisamente porque el
primer individuo infectado tiene més oportunidad de que cada uno de sus contactos sea con
un individuo susceptible. El interés en calcular el potencial infeccioso que tiene un individuo
infectado cuando este se introduce en una poblacién de susceptibles es precisamente ese:
si este primer individuo puede causar en promedio menos de 1 infeccién, entonces todos
aquellos individuos que se infectaron posteriormente tendran un promedio de infecciones
todavia menor de 1 y la epidemia desaparecera con probabilidad 1. De aqui que se defina a
Ro o Paraddjicamente, para ilustrar una metodologia simple para calcular Rg, requerimos
un modelo mas complicado que el SIS, con varios compartimentos. Tomemos como ejemplo
el modelo de la Figura 2. En este modelo, hay tres tipos de individuos: Susceptibles (S),

Figura 13.2: Modelo con portadores sanos.

Infecciosos (I) y portadores sanos o “carriers'(C). Cada individuo infeccioso tiene contactos
con otros individuos a una tasa A (La tasa de nuevas infecciones es \I.S/N porque los in-
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fecciosos tienen contactos a una tasa total Al y cada contacto tiene una probabilidad S/N
de ser con un susceptible). Los recién infectados pueden comenzar a infectar inmediata-
mente con probabilidad 1 — ¢ 6 bien convertirse en portadores sanos con probabilidad gq.
Cada portador sano pasa a ser infeccioso a una tasa 6 mientras que cada infeccioso puede
convertirse en portador sano a una tasa . Puede verse que hay mortalidad natural a una
tasa p [2]. Transformemos este modelo a un modelo que contenga la probabilidad de que un
individuo en un compartimento pase a cada uno del resto de los compartimentos. Primero,
necesitaremos dos resultados basicos relacionados con la distribuciéon exponencial:

= Si un individuo puede pasar de un cierto estado X a otro estado A en un tiempo expo-
nencial con parametro «; o puede pasar a un estado B en un tiempo exponencial con
pardmetro ag, entonces, la probabilidad de que pase al estado A es a; /(a1 + az2). Esto
se puede generalizar a cualquier nimero de estados.

= El tiempo que el individuo pasara en el estado X tiene una distribucién exponencial con
pardmetro «j + ao, esto, independientemente de que su transicion sea a A o B. Esto

implica que el tiempo promedio que permanecers en el estado X es (a3 +ag) ™.

El proceso de célculo de Ry se desarrolla en 5 pasos:

= Paso 1.

Escribamos una matriz que contenga las probabilidad de ocurrencia de cada una de las
transiciones entre los estados, excluyendo al estado S, es decir, solo nos quedarian los
estados Portador (C) e Infeccioso (I). Aplicando los resultados previamente sefialados,
podemos ver que un individuo tipo C puede pasar al estado I o morir con tasas indi-
viduales 6 and p respectivamente, por lo que la probabilidad de transiciéon (C —I) es
0/(0+ ). Por el otro lado, un individuo en el estado I puede pasar al estado C o morir
con tasas ¢ and p respectivamente, por lo que la probabilidad de transicién (I — C) es
o/ (p+p).

Estas transiciones pueden escribirse en una matriz P. Tradicionalmente, las transiciones
se indican en las hileras de la matriz, pero para empatar la nomenclatura con la comin-
mente usada en demografia de poblaciones, de donde tomamos resultados, indicaremos
las transiciones a través de las columnas

_P
P:O 0 pt+p
I\gm 0 )
I

donde puede observarse que no aparece el estado S.

= Paso 2.
Calculemos la esperanza del numero de visitas a cada estado. Podemos ver que la suma
de las columnas no es 1, lo cual indica que un individuo, independientemente de que
comience su recorrido en el estado C o I, eventualmente morird. La esperanza se puede
calcular usando
N=(I-P)!

(Iosifescu [3]). La matriz N se llama matriz fundamental. En este caso N es

_ 1 <(9+u)(/~t+w) (0+p)p >
w0+ p+p) Ou+e)  (O+u)(ut+e))

La interpretacién de la matriz N es la siguiente: la primera columna nos indica el niimero
de visitas esperadas a cada uno de los compartimentos C e I, si el individuo comienza en
el estado C. La segunda columna da las mismas esperanzas, si el individuo comienza en
el estado I.
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= Paso 3.

Ahora calcularemos el tiempo promedio en cada visita a un estado. Uno de los dos resul-
tados relacionados con la distribucién exponencial, indica que, una vez que un individuo
est4 en el estado C, durard un tiempo promedio igual a (¢4 u)~! en cada visita. De la
misma manera, una vez que un individuo esta en el estado I, durard un tiempo prome-
dio igual a (6 +p)~! por visita a este estado. El tiempo total de visita a cada uno de
los estados C e I antes de que el individuo muera, se obtiene entonces multiplicando la
primera hilera de N por (¢4 1)~ ! y la segunda hilera por (6 +p)~!. La matriz W que
contiene el tiempo promedio en cada visita a un estado es de la forma

W= <(9 +(/)¢)‘1 . +0u)1) N,

:1<u+¢ @ ).
pO+p+e)\ 0 O+p

= Paso 4.
Solo el estado I genera nuevas infecciones. El tiempo total que un individuo pasa en este
estado esta contenido entonces en la tltima hilera de la matriz W

[ 0 0+pu }
p@+p+e)  p@+pte) |

De la Figura 14.1, puede verse que cada individuo infectado, puede comenzar su etapa
de infeccién por el compartimento C o I, con probabilidades respectivas ¢ y 1 —¢. Esto
implica que la esperanza incondicional del tiempo que un individuo infectado pasara en
el estado I, E[Ty], se obtiene con la suma ponderada de estos dos valores por ¢ y 1 —¢q
respectivamente. Asi obtenemos

0+pu
Ell=¢————+(1—¢)———"——
i) 10+ p+ o) ( )uw+u+@
_ Otp—qu
10+ p+ )

= Paso 5.
Finalmente, una vez determinado la esperanza de tiempo que un individuo infectado
pasara en el estado I, solo falta multiplicar este valor por la esperanza del nimero de
contactos que tendrad en este lapso de tiempo. Dado que la tasa de contactos es A, el
Ntumero Reproductivo Béasico, Rg es

_AO0+p—qp)

Ry = .
0T w0+ ute)

Como puede verse, esta es una metodologia relativamente simple para calcular Ry, que
ademaés es muy intuitiva.
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El tamano de una epidemia

Este apartado trata de responder la siguiente pregunta: si un individuo infectado es
introducido en una poblacién de susceptibles, jcual sera el nimero promedio de infecciones
que podemos esperar? Es decir, jcual es la esperanza matematica del tamano de la epidemia?

Para encontrar una expresién simple e intuitiva, necesitaremos un resultado bésico, toma-
do de la teoria de modelos de urnas. Estos modelos se basan en distribuciones probabilisticas
derivadas de colocar canicas en cajas. Por ejemplo, si se tienen N cajas y se lanzan b canicas
en ellas, de tal forma que cada una de estas canicas pueda caer en cualquier caja con la
misma probabilidad 1/N, y suponiendo ademés que cada caja puede contener un ntimero
ilimitado de canicas, entonces, una de las distribuciones mas fttiles es la distribucién del
ntimero de urnas que contendran al menos una canica (urnas ocupadas). El valor esperado
es ([4,5)

E[Il=N(1—eb/N).

Este simple resultado puede ser usado para calcular la esperanza del tamano de la epide-
mia, bajo ciertos supuestos. Primero, comience colocando una canica en una caja cualquiera,
y ahora lance una cantidad X de canicas, donde X tiene una distribucién discreta arbitraria
con esperanza Rg. El nimero de urnas ocupadas por estas X canicas es aleatorio, y llama-
remos a este valor nj. Ahora, por cada una de las n; urnas ocupadas (excluyendo la primer
canica) lance nuevamente X; canicas, i =1,2,3,...,n; donde cada X; tiene la misma distri-
bucién, pero es independiente de las demés. En esta segunda fase, se ocuparon ns nuevas
cajas, para un total de cajas ocupadas igual a ny +ng. Otra vez, por cada una de las ng
cajas nuevas ocupadas en la segunda fase, lance X; canicas y asi sucesivamente, hasta que
en una generacién, ya no existan nuevas urnas ocupadas.

Ahora veremos en que se parece este proceso secuencial a una epidemia del tipo SIR
(Susceptible- Infeccioso- Removido): cada caja es un individuo. Una caja ocupada (con una
canica por lo menos) es un individuo infectado, y cada caja vacia es un individuo susceptible.
Por cada individuo infectado (cada vez que una caja recibe una canica por primera vez)
intenta infectar X individuos, donde X tiene una distribucién discreta con pardmetro Ry,
lo que se representa cuando lanzamos X canicas por cada nueva urna que recibe una canica
por primera vez.

El numéro total de canicas lanzadas es b, una variable aleatoria. Este valor es idéntico
al niimero de contactos que los individuos infectados intentan hacer, los cuales resultan en
una infeccién cuando contactan a un susceptible (canica aterrizando en una urna vacia) o
simplemente son ignorados si el contacto es con otro individuo infectado o removido (urnas
con al menos una canica).

Sin embargo, si b es fijo, el nimero de individuos infectados I tiene como esperanza

E[I|b) = EIN(1—e %N) = N(1— e ERI/N),

pero E[b] = E[I|Ry, dado que la esperanza del nimero de canicas lanzadas es igual a Ry
multiplicado por la esperanza de urnas ocupadas, entonces

E[I]~ N(1—e ElUIRo/NY

de donde se deduce que el valor esperado del tamano de la epidemia, E[I] puede aproximarse

con la solucién del sistema
x=N(1—e *Ro/Ny,

Para mas detalles véase[6]. La Figura 13.3 muestra la solucién en z para dos valores de Ry
para N =1 x 10%.

Observe que el proceso puede hacerse a la inversa: para N fijo y un nimero de infecta-
dos observados al final de una epidemia, =, puede resolverse para Ry, lo que resulta en la
expresion



13 Modelos estocasticos en epidemiologia 121

N N N—zx

En Herndndez et al [6], se presentan los intervalos de confianza para Ro.

Los modelos de urnas pueden ser usados para modelar el efecto de una campana de
vacunacién, por ejemplo, considerando a algunas urnas como “cubiertas”, que representarian
los individuos inmunes, o bien, parcialmente cubiertas, lo que serviria para modelar vacunas
que confieren inmunidad parcial. Igualmente, para incluir diferentes cepas de un virus, por
ejemplo en el caso del dengue, ya que los modelos de urnas son muy ricos e incluyen resultados
para diferentes tipos (colores por ejemplo) de canicas, o bien, la posibilidad de que una canica
no entre a una urna en ciertos casos.
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Figura 13.3: Solucién of (1) para valores de Rg = 1,3 y 1,5 con N =1 x 10%. Las soluciones
son x = 4230 and x = 5828 infectados respectivamente.






Capitulo 14

Modelos estocasticos para la dispersion espacial
de especies

Introduccién

En muchas ocasiones, la diseminacién de los agentes (individuos, enfermedades, plagas,
rumores) depende de factores espaciales, es decir, se desarrollan con restricciones en el
espacio. Tal es por ejemplo la diseminacién de especies vegetales o bacterias en una placa. El
principal interés en estos modelos es el entendimiento de los factores que podrian llevar una
especie a su extincién. Entre los modelos més simples para ilustrar el proceso de ocupacién
del espacio por una especie, se encuentran los Procesos de Contacto Bdsico o BCP’s, por
sus siglas en inglés. Estos modelos fueron introducidos por Harris en 1974 [149] y en forma
simple, pueden ser resumidos como sigue: imagine un latice donde cada espacio puede estar
ocupado o vacio. Comenzando con un cierto nimero de cuadros ocupados (generalmente
uno), y considerando que cada cuadro ocupado puede invadir los espacios en su cercania
siguiendo ciertas reglas, se busca analizar que pasara en el futuro con esa especie: jinvadira
todo el espacio? ;se extinguira?, jalcanzard un equilibrio donde la especie este presente? si
es asi, jcual es este equilibrio?

Primeramente, debemos presentar algunas reglas bésicas para la diseminacién de la es-
pecie en cuestiéon. Tal vez esta especie se reproduzca mediante la propagaciéon de material
vegetativo, por ejemplo, semillas, y estas puedan ser lanzadas por la planta madre a una
distancia que podria estar afectada por el viento, el agua, o, en el caso de algunas especies,
ser transportada por animales que las ingieren para defecarlas lejos del lugar de origen.
Los patrones mas comunes que se han sugerido para modelar el proceso de diseminacién se
representan en la Figura 1. En estos patrones de dispersion, se sefiala con un cuadro negro
un sitio ocupado por un individuo, el cual puede lanzar a su vez, material de propagacién a
los sitios senalados en gris.

Es conveniente hacer notar que un cuadro ocupado no necesariamente significa que este
contenga un solo individuo, sino que indica la presencia de esa especie en ese lugar. En este
captitulo se presenta una nueva forma de analizar la dispersion de especies de acuerdo a un
BCP, que ademaés de ser simple, permite incluir otros factores no incluidos cominmente en
BCP’s, por ejemplo, podemos incluir factores importantes como el hecho bastante plausible
de que las semillas no todas son lanzadas a la misma distancia de la planta madre, sino
que podemos imaginar una distribucién probabilistica a la distancia que el material de
propagacién puede llegar, como se ilustra en la Figura 2. Como veremos, esto no complica
el modelo, sino que demostraremos que el resultado es el mismo que para modelos en los
que el material de propagacion se dispersa a una distancia fija. También veremos como estos
nuevos modelos son tan simples que permiten extenderse al caso en que dos especies se
expanden por el espacio y compiten por este.

Para lograr esto, necesitamos modificar un poco el BCP. En el BCP tradicional, el pro-
ceso de invasién del latice ocurre de la siguiente forma: primero, seleccione un patrén de
dispersién, que puede ser uno de los indicados en la Figura 1. Este patrén de dispersion tiene

123
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Figura 14.1: Algunos modelos de dispersion de especies en un latice. El cuadro negro indica
el origen y los grises los lugares que pueden recibir semillas.

N elementos, que corresponden al nimero de sitios que pueden recibir una semilla lanzada
por el sitio origen. Por ejemplo, en la Figura 1.a, N =2y en 1.d N =6. En el BCP cada uno
de estos N sitios recibe una semilla, la cual puede ocupar el sitio con probabilidad A, Esto
implica que el nimero de estos N sitios que estaran ocupados sigue una variable aleatoria
Binomial con parametros N y A. A esto, se agrega que cada uno de estos sitios ocupados
ademas del sitio original, puede sobrevivir a la siguiente unidad de tiempo con probabilidad
~. El nimero de unidades de tiempo que un sitio ocupado sobrevive sigue entonces una
distribucién geométrica con paradmero 7, o sea

P(X=j)=(01-v+, j=012..

Cada sitio que sobrevive a la siguiente generacion, se comporta independientemente de los
otros como un nuevo sitio original. Si el sitio que recibe una semilla esté vacio, se ocupa con
probabilidad A y si estd ocupado, nada pasa, la semilla se desperdicia.

Hernandez y Hiebeler [150] introdujeron una modificacién al BCP original que llamaron
BCP*. La diferencia es simple pero serd fundamental para simplificar el anélisis posterior-
mente. En el BCP*, cada unidad de tiempo cada sitio ocupado lanza una sola semilla a uno
de los espacios posibles, de acuerdo al esquema de dispersién seleccionado. Esta modificacién
permitird que las semillas de la misma planta compitan entre si por espacio.

Antes de analizar el BCP*, presentamos algunos resultados bésicos relacionados con mo-
delos de ocupaciéon de urnas.

Modelos de ocupacién de urnas

Hay una correspondencia natural entre dispersiéon de especies y modelos de urnas, que
consisten en el andlisis de las distribuciones probabilisticas derivadas de colocar canicas en
urnas. Johnson y Kotz [146] y Johnson et al [147]presentan un andlisis muy completo de
estas distribuciones. En general, si colocamos b canicas en N urnas de tal forma que cada
canica tiene la misma probabilidad 1/N de aterrizar en cada urna, la probabilidad de que
exactamente y de ellas queden vacias es
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Figura 14.2: Agregando una distribucién probabilistica a la distancia que una semilla puede
bajar.

roren= S () (L) ()

i=0
De aqui se deduce que la esperanza de urnas ocupadas es
E[X]=N-N(1-1/N)®,

que tiende a N(1— e b/N ) para N y b moderados. Un resultado que establecemos sin prueba
es el siguiente: si cada canica lanzada tiene una probabilidad p de entrar a la urna, la
esperanza de urnas ocupadas es

E[X]=N-N(1-p/N)’,

que tiende a
N(1—e /Ny, (14.1)

para N y b moderados.

Modelos de urnas y dispersiéon de especies

Los resultados de la seccién anterior tienen una aplicacién inmediata en el andlisis del
BCP*: pueden ser usados para analizar como se verd la distribucién de especies cuando
t — co. En este ejercicio, asumiremos que A\ =1, es decir, la probabilidad de que una semilla
se adapte a un sitio vacio es 1. Para esto, imaginemos que tenemos un latice de tamano
M y que la poblacién ya estd en equilibrio, es decir, de los M sitios disponibles, x de ellos
estan ocupados, y x es tal que, el valor esperado de sitios ocupados a la siguiente unidad de
tiempo es x.

Ahora bien, si existe un valor de = con esas caracteristicas, debe cumplir que el niimero
de sitios ocupados en (t,t4 1) es igual al nimero de sitios que se desocuparon en (¢,¢+1).
Pero el nimero de sitios que se desocupan en (t,t+1) es (1 —-y), que es la esperanza
del nimero de individuos que mueren (sitios que se desocupan). Asi, quedardn M (1 — z)
sitios disponibles para recibir semillas. Sin embargo, observe que una vez que una semilla
es lanzada al aire, tiene una probabilidad p =1 — x7y de aterrizar en un sitio desocupado
(recuerde que habfa z sitios ocupados pero sobrevivieron a la siguiente unidad de tiempo
una fraccién x7y), por lo tanto, la esperanza del niimero de sitios ocupados en la siguiente
unidad de tiempo es el mismo que cuando se lanzan Mz canicas en M (1 —z+y) urnas, y cada
una tiene una probabilidad 1 — 2y de entrar en una urna. Usando (1) con N = M (1 —av),
b= Mzxy and p=1—z7, tenemos
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2(l=7)=(1-z ) (1-e*7), (14.2)

resolviendo para x nos da el equilibrio. Por supuesto, x = 0 es una solucién siempre, pero si
existe una solucién positiva, es la que debe tomarse.

Uno de los factores més importantes que debemos considerar, es que el resultado (2) no
depende de la topologia de dispersién de las semillas (Figura 1). Es decir, el equilibrio x
es independiente del patrén de dispersién. Ahora bien, parece existir un pequeno problema:
estamos asumiendo que las semillas pueden ser ubicadas en cualquier punto del larice, ya
que el resultado del modelo de urnas que estamos aplicando requiere una colocacién de las
canicas al azar, y esto claramente es imposible, ya que un sitio ocupado no puede hacer
llegar sus semillas a cualquier lugar del latice, entonces, jde donde obtenemos la libertad
de usar este resultado?. La explicacion es sencilla: imagine que todos los sitios ocupados
sobrevivientes a la siguiente generacién, Mz, lanzan cada uno su semilla al mismo tiempo
y estas quedan suspendidas en el aire unos segundos: es claro que cada semilla solo podra
caer en alguno de los sitios cerca del sitio original, es decir, del sitio que la lanz6 al aire,
pero, esto es solo una abstraccion, ya que si intercambia al azar la posicion de cualquier
par de semillas que estan “flotando”, es equivalente a conceder que cualquier semilla puede
caer en cualquier lugar, no necesariamente cerca del sitio donde se originaron, y esto puede
hacerse con todas las semillas que estan “flotando”, asi, podemos asumir que la “nube” de
semillas suspendidas en el aire producird un efecto al caer similar a una colocacién al azar.

Este truco de imaginar una “nube” de semillas flotando y cayendo simultdneamente en el
latice, implica que el resultado se mantiene también si agregamos una distribucién probabi-
listica a la distancia que puede viajar una semilla, es decir, sin importar cual sea la forma
de dispersién empleada (Figura 1) o una posible distribucién probabilistica a la distancia
que la semilla puede viajar (Figura 2), el resultado (2) se mantiene como el equilibrio.

Resultado para dos especies en competencia por el espacio

Los resultados de los modelos de urnas se pueden extender a dos especies en competencia.
En este caso, necesitamos definir qué pasa si dos semillas de especie diferente ocupan un
espacio vacio en (t,£+1). Aqui, definimos un pardmetro ¢ donde ¢ es la probabilidad de que
el sitio sea colonizado por la especie 1, es decir, la probabilidad de que el sitio sea colonizado
por la especie 2 es 1 — ¢. La competencia de dos especies por espacio ha sido modelada
extensivamente. Para més detalles, ver Durrett y Levin [151], Bolker and Pacala [152]. Sean
x1 y o2 los respectivos equilibrios de las especies 1 y 2. Defina

f(xh’y) = 176_x1’y,

0= l—xlfyl —T272.

Entonces el equilibrio cumple con:

r1(1=m) = f(z1,7)0[1 — f(22,72)00],
(1 —92) = f(w2,72)0[1 — f(z1,71)0(1 - )].

(Para detalles de la demostracion, vea el Apéndice).

Usando 1 = 0,75 and 75 = 0,752, con ¢ = 0,62, el equilibriio es 1 = 0,61 y o2 = 0,14 Una
simulacién estocéstica de este proceso de ocupacién durante 1 x 104 unidades de tiempo se
muestra en la Figura 3. Si cambiamos ¢ a 0,6 la especie 2 se extingue. En estas simulaciones
se us6 el modelo Moore de dispersién con k = 3.
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Proportion occupied

Generation

Figura 14.3: Evolucién del proceso de ocupacién de dos especies con 1 = 0,75 (abajo) y
~v2 = 0,752 (arriba) con ¢ = 0,62. Las semillas se dispersaron usando k =3 con el modelo de
Moore. Las lineas representan el equilibrio calculado.

Discusion

Los modelos de urnas son muy versatiles. Resultados béasicos de estos modelos pueden
utilizarse para modelar la dispersién de una o més especies en un latice. Aunque es verdad
que los resultados requieren soluciones numéricas para encontrar el equilibrio, también es
cierto que su mecdanica es muy simple lo que los hace accesibles a investigadores cuya area
de especialidad no son las matematicas.

Apéndice

Sea M el nimero total de sitios disposable. Sean z1 y x9 la fracciéon de sitios ocupados
en el equilibrio por cada especie. Sea 71 y 72 las respectivas probabilidades de sobrevivencia
y ¢ la probabilidad de que la especie 1 “derrote” a la especie 2 cuando las dos ocupan
simultdneamente un sitio vacio. Antes de la reproduccién, ocurren las muertes en cada
especie y la fraccion de sitios ocupados es ahora x17y; y £272, esto implica que los la esperanza
de la fraccién de nuevos sitios ocupados debe igualar z1(1 —71) v z2(l —72) para cada
especie.

Sea a7 la fraccién de sitios vacios que recibird una semilla de la especie 1. Sea as el
equivalente para la especie 2. La fracciéon de nuevos sitios ocupados por la especie 1 es

041—0410z2+0410¢2¢=041((1—@2)4-042(]5). (14.3)

Ahora, la probabilidad de que la semilla caerd en un sitio vacio es § =1 —x1y1 — z272.
Usando (1) con b= Mx1y; y N = M puede verse que los Mz, sobrevivientes deben
producir el mismo nimero de semillas que caerdan en una fraccién

fl@rm)=1-e""17,

del total de sitios en el latice. Muchos de estos sitios estan ocupados ya por individuos de
la especie 1 y 2 en la unidad de tiempo anterior. De esta fraccién, una fraccién 6 caeran en
un sitio vacio, asi, llegamos a una expresion para la fraccién de sitios vacios que recibiran
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una semilla de la especie 1
o) = f(wl,’)/l)@. (14.4)

Podemos obtener ay usando un argumento similar. Combinando estos resultados con (14.3)
llegamos a las siguientes expresiones:

r1(1=m) = a1((1 - a2) +az¢),
z2(1—72) = az((l —a1) +ai(l—9)),

que después de simplificarse resultan en (11) y (12).



Capitulo 15
La dinamica de un virus dentro del huésped

La epidemiologia tradicionalmente describe la propagacién de enfermedades infecciosas
a nivel poblacional [8, 9]. En este capitulo nos enfocamos brevemente en la dinamica de
virus en un distinto nivel: a nivel del sistema del individuo que estd infectado por algu-
na enfermedad infecciosa. Aqui describimos como el virus se transmite de célula a célula.
Mucha investigacién se ha generado para descubir la leyes que gobiernan la propagacién de
agentes infecciosos, su interaccién con el sistema immune y su respuesta a algin tratamiento
especifico.

El sistema de inmunidad adquirida se compone de células y procesos altamente espe-
cializados que eliminan o evitan las amenazas de patdgenos. Se cree que aparecié con los
primeros vertebrados. El sistema inmunitario adaptativo o especifico es activado por el sis-
tema inmunitario innato, no especifico, ya que una vez que los antigenos hayan atravesado
el sistema de inmunidad innata quedara por activarse el sistema de inmunidad adaptativa.
El sistema inmunitario innato, en cambio, es el principal sistema de defensa contra los pa-
togenos en casi todo el resto de seres vivos.

La respuesta inmune adaptativa proporciona al sistema inmunitario vertebrado la capa-
cidad de reconocer y recordar patégenos especificos generando inmunidad y ofreciendo res-
puestas mas potentes cada vez que el patdgeno es reencontrado. Es una inmunidad adaptiva
para que el sistema inmunitario del cuerpo esté preparado para amenazas futuras. El siste-
ma es altamente adaptable gracias a la hipermutacién somética (un proceso de mutaciones
somadticas aceleradas) y la recombinacién V(D)J (una recombinacién genética irreversible de
segmentos de genes de los receptores de antigeno). Este mecanismo permite que un ntimero
reducido de genes produzca una inmensa cantidad de receptores de antigeno diferentes, que
entonces son expresados de manera tinica a cada linfocito individual. Como la recombinacién
genética comporta un cambio irreversible en el ADN de cada célula, toda la descendencia de
esta célula heredara los genes que codifican la misma especificidad de receptores, incluyendo
los linfocitos B de memoria y los linfocitos T de memoria, que son la clave de la inmunidad
especifica permanente.

Un modelo para entender la dinAmica del virus dentro del huésped

El modelo bésico [153] para la dindmica de virus tiene tres variables: los tamafios de
poblaciones de células no infectadas, x, células infectadas, y, y particulas del virus libres, v,
en el sistema.

Las particulas de virus libres en el sistem infectan células no infectadas a una taza propor-
cional al producto de sus abundancias Szv. La taza constante, 3, describe la eficacia de este
proceso, incluyendo la taza a la que las particulas de virus encuentran células no infecta-
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das y la probabilidad de que una infeccién exitosa ocurra. Las células infectadas producen
particulas de virus libres a una taza que es proporcional a sus abundancias, ky. Las células
infectadas mueren a una taza ay, y las particulas de virus se remueven del sistema a una taza
uv. Por lo tanto, el tiempo promedio de vida de una célula infectada es 1/a, mientras que el
tiempo promedio de vida de una particula de virus es 1/u. La cantidad total de particulas
de virus producidas por una célula infectada se le llama “burst size” y estd dado por k/a.
En adicién a la dindmica que describe la infeccién de un virus, tenemos que especificar la
dindmica de la poblacién de células no infectadas. Una suposicién simple es que las células
no infectadas son producidas a una taza constante, A, y mueren a una taza dz. El tiempo
promedio de vida de una célula no infectada es por lo tanto 1/d. En ausencia de infeccién, la
dindmica de células estd dada por la ecuacién diferencial lineal £ = A — dx y la abundancia
de células no infectadas convergen al equilibrio A/d.

Al combinar la dindmica de virus y células dentro del huésped se obtiene el model basico de
la dindmica de virus (Figura 1).

Este model esta dado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias nonlineales:

&= A—dx— Pzv,
y = Bav—ay, (15.1)
v =ky—uv.

Parametro|Descripcion

taza a la que las células no infetadas son producidas

taza de muerte de células no infectadas

taza a la que las particulas de virus libres infectan células no infetadas
taza a la que las células infectadas producen particulas de virus

taza de muérte de células infectadas

taza a la que las particulas de virus se remueven

€ 2 T K

A k

l !

Célula no infectada (x) Célula de virus libre (v)  Célula infectada (y)

+¢_ﬁ>§;>

u

Figura 15.1: Un modelo para la dindmica de virus a nivel huésped.

El niimero reproductivo basico, R

El nimero béasico reproductivo es el nimero de células infectadas generadas a partir de
una célula infectada cuando todas las células estan no infetadas en el sistema.
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La taza a la que una célula infectada genera nuevas células infectadas estd dado por Skxz/u.
Si todas las células estdn no infectadas, entonces x = \/d. Puesto que el tiempo promedio
de vida de una célula no infectada es 1/a, obtemos que

_ BkA

Ry = .
0 adu

Si Ry < 1, entonces el virus no podra propagarse; si Ry > 1, entonces tenemos un equilibrio
positivo de particultas de virus y de células infectadas.

Equilibrios

Cuando Ry > 1, el equilibrio de abundancia de células no infectadas, infectadas, y de
particulas de virus estd dado por:

«_ U _ To
- Bk Ry’
N du
Y —(Ro—l)@, (15.2)
d
v = (Ro—1)5.

Simulaciones

A continuacién se muestran algunas simulaciones del modelo de la dindmica de virus a
nivel huésped. Las simulaciones fueron generadas en MATLAB al variar los parametros del
modelo: 3, k, y u (ver Tabla 1 para recordar su describcién e importancia biolégica).

5 5 6
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o 53 5
£ 4 2 i
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> 2
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2 -
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V B=4e ] 2 ++N%+++++
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Figura 15.2: El papel que juega § (infectividad viral) en el modelo
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Uninfected cells (x)

Uninfected cells (x)
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Figura 15.3: El papel que juega k (el “tamao de explosiéon”) en el modelo
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Figura 15.4: El papel que juega u (la eliminacién viral) en el modelo.



Capitulo 16

La importancia de la Pedagogia Matematica en el
Modelaje Matematico

Las matematicas no tienen sentido

Algunos de los resultados mas decepcionantes en las Matematicas educativas fueron pu-
blicadas por Reusser [154], quien analizd las respuestas que 97 estudiantes estadounidenses
de primer y segundo grado de primaria dieron a preguntas que no tienen sentido alguno,
por ejemplo

“There are 26 sheep and 10 goats on a ship. How old is the captain?” “There are 125 sheep and 5
dogs in a flock. How old is the shepherd?”

De los 97 estudiantes encuestados, 76 proporcionaron soluciones numéricas a estas pre-
guntas utilizando operaciones apropiadas que resultaran en soluciones congruentes con el
contexto de las preguntas. En la primera, la suma de las dos cantidades resulta en la solucion
mas congruente; mientras que en la segunda esta solucién resulta de la division de las dos
cantidades proporcionadas.

Desafortunadamente, los estudiantes de matematicas llegan a sentir que es necesario pro-
porcionar respuestas a todas las preguntas, ain cuando estas no tienen sentido. Una de
las razones principales es que los estudiantes rapidamente aprenden en sus clases de Ma-
tematicas que todas las preguntas tienen respuestas, y que estas deben de ser obtenidas
mediante el razonamiento analitico implementando herramientas matematicas. Tristemen-
te, este razonamiento es adquirido desde el primer dia de estudios, y las matematicas se
convierten en algo que tiene que ser calculado numericamente en vez de algo que tiene que
ser conceptualizado y entendido.

La histoérica inclusién de ejercicios de “modelaje matematico” en los libros de texto que no
requieren conceptualizacién alguna suelen convertirse en tareas hostiles para los estudiantes.
Muchos de estos ejemplos se basan en crear procesos intensos en computacion sin que estos
tengan sentido. Jo Boaler [155, p. 52], usa el termino “pseudocontexto” para referirse a estas
tareas, dando bastantes ejemplos como el siguente

A restaurant charges $2,50 for % of a quiche. How much does the whole quiche cost?
2

“Si tienes 26 ovejas y 10 chivos en una embarcacién, jcuantos anos tiene el capitan?”
“Si tienes 125 ovejas y 5 perros en un rebano, jcuantos afios tiene el pastor?"

2 Everybody knows that people work together at a different pace than when they work along, that food
sold in bulk such as a whole quiche is usually sold at a different rate than individual slices, and that
if extra people turn up at a party more pizza is ordered or people go without slices — but none of this
matters in Mathland. [155, p. 52]
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3 Si los estudiantes tuvieran que razonar el problema del pastel en el contexto de la
vida real, basado en la experiencia de comprar un pastel, esta tarea no tiene una respuesta
tal como la del problema del capitan [154]. El problema del pastel tiene s6lamente una
respuesta, inducida por las normas establecidas en el saléon. Como esta es una pregunta
realizada en un contexto matematico y toda pregunta en este contexto tiene una solucion,
entonces la suposicion, incorrecta, de que el precio del pastel es la suma de los precios de
cada rebanada tiende a ser asumida. Esta misma suposicién que ayuda a encontrar una
“solucion” al problema del pastel es lo que lleva a la mayoria de estudiantes a contestar la
pregunta del capitan de una forma incorrecta.

Modelaje Matematico, ;jqué es y por qué?

Mucha gente ha intentado explicar qué es el modelaje matematico. La mayoria lo descri-
ben como un tipo de interaccién, mapeo, o transiciéon entre el mundo real y el mundo de las
Matemédticas (véase [156] poe ejemplo). Estos intentos de explicar el modelaje matemdtico
siempre terminan siendo un poco confusos. Entonces la pregunta es: jcomo distinguir un
buen mapeo de uno malo?

Smith, Haarer y Confrey tomaron un enfoque distinto [157]. En vez de intentar describir
qué es el modelaje matematico, ellos buscaron la manera de describir el por qué alguien
lo utilizaria. Esto termina siendo un enfoque 1til, porque, una vez establecidos los valores
que describen el propésito de un modelo, si este modelo satisface dichos valores, podemos
concluir que el es un buen modelo.

Smith, Haarer y Confrey [157] identificaron que el concepto erréneo mas grande en el mo-
delaje matemaético es pensar que el propdsito principal este, es describir y predecir. De esta
manera, los mejores modelos serian aquellos con las mejores predicciones. Claramente, esta
es una perspectiva erronea, ya que limita la manera en que los estudiantes se desenvuelven
en esta actividad, ademas porque un modelo no puede recrear la realidad completamen-
te. Basados en estudios cientificos, los investigadores establecieron una guia para utilizar
modelos mateméaticos con un enfoque cientifico:

1. Modelo como “caricatura” de un sistema en el que se estudia principalmente la dindmica.

2. Modelo como “experimento”, esta es una manera para generar evidencia de la viabilidad
de una idea o mecanismo mediante la acumulacién de resultados de multiples modelos.

3. Modelo “principal”, donde los resultados matemaéticos pueden eliminar posibles com-
portamientos (cuando el mecanismo es conocido) o posibles mecanismos (cuando el
comportamiento es conocido).

4. Modelo “empirico”, donde el modelo suguiere los datos empiricos necesarios para estu-
diar y analizar a fondo el problema cientifico.

5. Modelo “dialéctico”, donde la combinacién de los resultados del modelo y el conocimeinto
de los investigadores es usado para la generaciéon de nuevos resultados cientificos.

El proposito principal de todos estos modelos no es el de predecir o el de encontrar
una solucion al problema, sino la exploraciéon que nos ayude a comprender la manera en la
que el modelo se comporta. Més alla de una simple prediccién, los modelos nos ayudan a

Si un restaurante cobra $2,50 por é de un pastel, jcuanto cuesta el pastel completo?

Como todos sabemos, una persona trabaja a un paso diferente cuando esta sola que cuando esta en
un equipo, de la misma forma, la comida tiene diferentes precios cuando esta se vende por pieza o
por mayoreo. En una fiesta, si extra invitados atienden la fiesta, més pizza tiene que ser ordenada
o algunas personas se quedaran sin comer — pero al parecer esto no importa en la tierra de las
Matematicas [155, p. 52].
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crear teorias, generar hipétesis, comprobar o rechazar teorias y sugerir nuevas avenidas de
exploracién.

Por ejemplo, si condieramos el caso de Resnick [158] [158, p. 68-74], en donde describe
como dos estudiantes de bachillerato, Ari y Fadhil, mientras trabajaban en el programa
StarLogo con enfoque en modelaje de agentes y cursaban la clase de manejo, desarrollaron
la idea de comprender a fondo las causas del congestionamiento vial. Usando StarLogo,
Ari y Fadhil desarrollaron varias simulaciones de choferes en autopistas y exploraron sus
comportamientos que a su vez podrian contribuir o eliminar el congestionamiento vial. A
pesar de que Ari y Fadhil no lograron simular satisfactoriamente los congestionamientos
viales, ellos descubrieron comportamientos como que el congestionamiento vial se mueve en
olas en direccién opuesta al trafico vehicular y, que el echo que todos los vehiculos comienzen
con la misma velocidad inicial no ayuda en la prevencién del congestionamiento vial, por lo
menos mientras estos no mantengan distancias similares entre si.

La historia de Ari y Fadhil es muy diferente al ejemplo del pastel. Primero, su tarea
era la de investigar sus curiosidades en vez de resolver un problema que alguien les asigno.
Segundo, ellos no estaban buscando una solucién que fuera avalada por un profesor, ellos
solo buscaban comprender y satisfacer sus curiosidades acerca del congestionamiento vial.
En otras palabras, tenemos a dos estudiantes de bachillerato investigando un problema de
la vida real utilizando herramientas matematicas sin ninguna respuesta disponible. Ari y
fadhil estaban realizando investigacion cientifica, algo que los problemas como el del pastel
no lo lograran jamas.

La leccion: las metas del modelaje deben de enfocarse en la comprension de comporta-
mientos, no en la busqueda de una respuesta. Por consiguiente, las preguntas deben de ser
abiertas y de preferencia creadas por el estudiante.

Tension entre las Matematicas escolares y el modelaje matematico

Problemas como el del pastel son generalmente utilizados porque los maetros tratan
de cubrir un tema particular. En este caso, el problema es profundizar en el estudio de
las proporciones, donde la meta es que los estudiantes puedan manipular ecuaciones de

proporcién como
1 25

8 z

La idea de ensenar proporciones es acertada, pero el problema de este método es que
se estd sacrificando la ensefianza de el modelaje matemético. Igualmente, la ensefianza del
modelaje matemético es percibida como forzada y, que sacrifica temas particulares. En el
caso de Ari y Fahil, nos damos cuenta que ellos aprendieron acerca de los patrones de trafico
y computacion, pero a la vez se prepararon para la clase de calculo, aunque esto sea dificil
de apreciar.

Existen al menos tres maneras de aminorar dicha tension. La primera es aceptar la impor-
tancia de la invension de la computadora, a lo que llama Strogatz [159] “la tercera manera de
hacer ciencia”, esta herramienta otorga a los cientificos la habilidad de estudiar “fenomenos
que son muy grandes o muy rapidos para ser observados mediante experimentos tradiciona-
les y, que a la vez son muy complejos para analizarlos a mano”. El invento de la computadora
ha sido responsable de innumerables avanzes cientificos en los ultimos 60 anos, por lo cual
es razonable que los estudiantes aprendan los métodos modernos de hacer ciencia.

La segunda es la de examinar como el aprendizaje de la programacién computacional
prepara a los estudiantes para la clase de célculo. Por ejemplo, los datos de Moore [160],
sugieren que los estudiantes que tomaron cursos de ciencias de la computaciéon desarrollan
una nocién mas robusta acerca de la funciéon como algo manipulable, quizd esto se deba
a que el declarar y manipular subrutinas es una actividad cotidiana en las ciencias de la
computacién. Estas experiencias les pueden ayudar a comprender que las funciones pueden
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ser transformables (como en la clase de precalculo) u operables (como en el caso del operador
de la derivada).

La tercera consiste en examinar como se puede incorporar el modelaje matemético en el
curriculo escolar. Es mejor enfocarse en ambas metas complementdndose asi mismo en vez
de competir.

Aprendizaje por experiencias

Lo que sabemos del trabajo de investigadores en educacién como Piaget [161] y Cooper
[162], es que los estudiantes aprenden de sus acciones y experiencias. Cuando esto es ignora-
do, los estudiantes terminan aprendiendo técnicas que les suelen perjudicar y que terminan
siendo dificil de cambiar.

En el ejemplo del capitdn, de Reusser [154], los estudiantes aprendieron a resolver proble-
mas, basados en su experiencia que todas las soluciones son el resultado de alguna operacién
con los valores presentados. Como los nimeros 26 y 10 estan relativamente cerca y la suma
nos resulta un nimero que produce una edad adecuada, pareciera que el resultado de la
suma debe ser una respuesta correcta. Los nimeros 125 y 5 estan relativamente distantes,
por lo tanto aparentemente la mejor respuesta es producida por una division.

Un ejemplo mads ilustrativo viene de Paul Cobb via Shoenfeld [156]. Cobb pregunté en
varias escuelas primarias preguntas como:

O-5=7,
§=0-3

La mayoria contestaron satisfactoriamente pero Cobb noté que en un salén los estudiantes
contestaron de una manera consistente: 3,2, y 5. Contestando correctamente tan solo el
primer problema. Las hojas de trabajo de ese salén poseian una propiedad peculiar, todos
los problemas tenian la caja vacia en el centro

9-0=6,
7-0=35,
8§—0O=3.

Lo que los estudiantes habian aprendido de estas hojas de trabajo es que los problemas
de sustraccién siempre involucran los mismos pasos. Para ellos, la sustracciéon consiste en
restar el numero mas pequeno del mas grande, y eso es lo que intentaron en los problemas
de Cobb.

No es dificil encontrar estos tipos de problemas en la literatura de la matemaética edu-
cativa. Leinhardt, Zaslavsky, y Stein [163] se percataron que cuando los estudiantes hacen
graficas, ellos solo conectan los puntos ignorando las propiedades de estos, porque a muy
temprana edad esto era lo que se les requeria y es lo que ellos pensaban que era graficar.
Hitt y Planchart [164] nos cuentan la historia del estudiante que piensa que las graficas no
continuas no son funciones, solo porque todas las funciones que ha estudiado son continuas.

Tall y Vinner [165] nos dan las diferencias entre la definicién conceptual y la imagen con-
ceptual. Una definicién conceptual seria la descripcién verbal que delinea la aplicacién de la
palabra, mientras la imagen conceptual estd compuesta de las experiencias, representaciones
visuales, etc. que se nos vienen a la mente, o estan asociadas con una palabra particular.

Para las Matemaéticas, las definiciones son una parte fundamental, pero su uso requiere
de ciertas habilidades adquiridas, entre ellas la imagen conceptual. Por ejemplo, es muy
dificil definir lo que es un “perro”, de una manera que incluye casos raros como perros con
3 patas o perros calvos y excluye animales similares como los gatos y los zorros. A pesar
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que es dificil definir lo que es un perro, un nino no tiene ningin problema identificando uno,
aunque este tenga solo 3 patas.

Esto nos indica que, a pesar que los estudiantes se memorizen y puedan recitar la defini-
ci6n de una funcién, esto no es lo que usan para juzgar qué es una funcién [166]. En lugar de
usar la definicién conceptual, los estudiantes utilizan sus experiencias personales de graficar
curvas suaves con un lapiz [164], conectar los puntos [163]; considerar una ecuacién simple
que tenga una expresiéon facil en la parte izquierda con términos complejos que involucran
paréntesis y tal vez una z en la parte derecha [166].

. Cudles son las experiencias que importan para aprender el
modelaje matematico?

Entonces, si los estudiantes aprenden de sus experiencias en vez de las definiciones, la
manera mas eficiente de ensenar es creando buenas experiencias. El primer paso es identificar
qué es importante y el segundo es encontrar o amoldar experiencias.

Calculativo contra cuantitativo

Thompson [167] describe la diferencia entre la orientacién calculativa y cuantitativa.
La orientacién calculativa se trata de manipular simbolos para obtener una respuesta. La
orientacién cuantitativa intenta comprender la situacién y sus suposiciones, para determinar
que calculos son necesarios. Thompson nos ayuda a diferenciar las dos mediante el siguiente
ejemplo.

I walk from home to school in 30 minutes, and my brother takes 40 minutes. My brother left 6
minutes before I did. In how many minutes will I overtake him?

Una manera de resolver el problema es mediante la ecuacion (6 +t)4% = t%, y resolver

para t. Este enfoque se basa en utilizar las reglas del Algebra y por eso el contexto del
problema solo aplica al principio y al final del proceso.

El método cuantitativo mantiene el contexto del problema durante el proceso completo.
Thompson nos presenta el préximo ejemplo para describir este método [167].

1. Imagina a mi hermano y yo caminando, lo que importa es la distancia entre los dos y
qué tan rapido esta se acerca a cero.

2. La distancia entre los dos se acorta y la tasa de reduccién es la diferencia entre las
velocidades en que los dos caminan.

3. Si a mi me toma % del tiempo que le toma a mi hermano caminar la misma distancia,
entonces yo camino a una velocidad de % comparada con la de mi hermano.

4. Como yo camino a una velocidad % comparada con la de mi hermano, la diferencia de
nuestras velocidades es % de la velocidad de mi hermano.

5. La distancia entre los dos se reduce con una tasa de % la velocidad de mi hermano vy,
entonces, el tiempo que me toma para que esta distancia sea cero, es tres veces lo que
le tomo a mi hermano caminar esta distancia.

6. Entonces alcanzaria a mi hermano en 18 minutos.

Si me toma 30 minutos para caminar de mi casa a la escuela y a mi hermano le toma 40 minutos.
Dado que mi hermano salio 6 minutos mas temprano que yo, jen cuanto tiempo lo alcanzaré?



138 16 La importancia de la Pedagogia Matemaética en el Modelaje Matematico

Noétese que solamente se muestra el rasonamiento pero el método cuantitativo se puede
convertir en algebréico, donde la manipilacién de simbolos es requerida y extensa, siempre
y cuando se mantenga el contexto del problema.

Ad-hoc y los primeros principios del modelaje matemdtico

La distincion entre la orientacién calculativa y cuantitativa es similar a la distincién entre
ad-hoc y los primeros principios del modelaje matematico descrita por Castillo-Chavez en
[157]. Usando un ejemplo de Smith, Haarer y Confrey [157], considera el término de accién
masiva en un modelo epidémico. Un método calculativo o modelo ad-hoc, es pensar que el
término de accién masiva se refiere a un término de interaccién que produce un resultado
deseado. El método cuantitativo o modelo de primer principio, es considerar que el término
de accién masiva describe una mezcla probabilistica uniforme que raramente ocurre en un
poblacién real.

Lineal contra no lineal

Thompson [168], nos cuenta la historia de una maestra de matemadticas, que en este libro
la llamaremos Sandra. “Sandra” estaba ensefiando a sus estudiantes a encontrar la ecuacién
de una linea usando dos puntos, cuando de pronto se confundié y lo siguiente aconteci

1. S: (Grafica los puntos (3,1) y (7,4) en un plano cartesiano en el pizarrén.) Ahora vamos
a trabajar en algo un poco diferente, ahora tenemos dos puntos y la meta es encontrar
la ecuacion de la linea que los conecta. jAlguien tiene una idea de como hacer esto?
(Silencio)

3. Bien, fijense que esta linea se mueve 4 unidades a la derecha y 3 unidades para arriba
(dibuja los segmentos). jEntonces, si seguimos este comportamiento hasta que z sea 0
podemos encontrar la ordenada al origen! Entonces, si movemos 4 unidades a la izquierda
(traza el segmento en el pizarrén de (3,1) hasta (-1,1))

4. S: (long pause) Esto lo terminamos manana. (Pausa) Aqui tienen esta hoja de trabajo,
solamente enfoquence en los problemas con un punto.

N

La dificultad de Sandra se originé por el significado de la pendiente de magnitud % v,
utilizar los segmentos de 4 en relacion a lax y segmentos de 3 para la y. Al momento que se
percata que la ordenada al origen no es un nimero entero y que este proceso no resultara
en la solucidn, la profesora Sandra lo abandona.

La solucién para el problema de Sandra estd basada una definicién mas sofisticada para
la pendiente: “una pendiente de %indica que para un cambio acumulado en un valor de z,
el cambio acumulado que le corresponde a y es de % el valor del cambio acumulado de z. Es
por eso que, si el cambio en = es de —3 entonces el cambio correspondiente a y es de %(73)
y la ordenada al origen es 1+ 2(—3).

El definir la pendiente de una manera en la que el cambio correspondiente a y es propor-
cional para todos los valores de x es muy importante. Se puede pensar que esto también se
pudo interpretar de forma que por cada unidad de x, el cambio correspondiente para y es
de %, pero esto no resolveria el problema.

Consideremos el siguiente problema:

On Monday I put 65 dollars under my mattress. Every subsequent Monday morning, I slip an
additional $10 under my mattress. Sketch a quick graph of what my “mattress fund"looks like over
the first four weeks.
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5

La solucion correcta es la funcion escalén, ya que la cantidad debajo del colchén solo
cambia los lunes. Esta pregunta la he utilizado al principio de todas mis clases, el afio
pasado solo 4 de 178 estudiantes lograron trazar una grafica apropiada, 150 trazaron una
linea continua y los deméas por lo general trazaron lineas.

Por supuesto, para los estudiantes de cédlculo, habilidades como esta donde tienen que
pensar en lineas y pendientes en pequenos incrementos son criticas.

La escuela tradicional también se olvida de distinguir el concepto lineal como una pro-
piedad geométrica, ya que solo se toma como linea o curva debido a la complejidad del
sistema. En la clase de sistemas dindmicos, las funciones exponenciales son aclamadas por
sus propiedades lineales. El proceso de linealizacion de ecuaciones diferenciales aproxima el
comportamiento local de la funciéon con una exponencial, desafortunadamente las propie-
dades lineales de las funciones exponenciales son completamente ignoradas en las escuelas
[169, 170].

Discreto contra Continuo

Las dificultades que tienen los estudiantes para conectar conceptos como los del problema
del colchén o los descritos por Leinhardt, Zaslavsky y Stein [163], pueden ser causadas por no
distinguir entre lo continuo y lo discreto. Cuando un estudiante solo trabaja con problemas
que involucran cantidades o puntos con espacios entre si, se le hace dificil razonar que
sucede entre estas cantidades o puntos [171, 169, 172]. Una posible solucién es hacer que los
estudiantes piensen en intervalos cada vez mas pequenos, aunque nunca habra un intervalo
lo suficientemente pequeno.

La distincién entre lo continuo y lo discreto tiene un gran impacto en el cmportamiento
de los sistemas dindmicos. Mientras que para los sistemas discretos unidimensionales co-
mo P41 =7P,(1— P,) es posible observar comportamientos cadticos, el caos es imposible
en sistemas continuos de dimensién menor que tres, sin importar su complejidad. A pesar
de esto, el trabajo con estudiantes nos demusetra que es muy dificil distinguir los proble-
mas discretos de los continuos, ya que estan acostumbrados a trabajar graficando puntos
y conectandolos [163]. Hasta los estudiantes mas exitosos prefieren los niimeros enteros o
nimeros racionales, los cuales muestran espacios uniformes que interfieren con el desarrollo
para generar conclusiones acerca de sistemas continuos [171, 169, 172].

El forzar a los estudiantes a trabajar con intervalos cada vez mas pequenos, en particular
es problemético cuando estos tienen problemas en distniguir entre lo que es un limite y
el proceso para encontrar el limite [173, 174, 175, 176]. Por ejemplo, la mayoria de los
estudiantes prefieren decir que 0,33333--- se acerca a 5 [174] o es aproximadamente § [176],
en vez de decir que es exactamente % Si los estudiantes tienen dificultad para imaginar que
el limite de una secuencia decimal es una fraccién, jqué esperanza tenemos para ensenarles
que el limite de una sucesién de conjuntos de puntos es un intervalo?

La solucién, como en el caso de 0,333--- = %, es ensenar la sucesién y el limte como dos
temas separados. Primero ensefiar la fraccién % v luego su representaciéon decimal. Clara-
mente, esto no siempre funciona, pero es mejor que ensenarles 0,333 --- como el significado
fundamental de % En una forma similar, los estudiantes necesitan comprender la continui-
dad antes de ser expuestos a los limites.

Esta solucién proviene de la semantica cognitiva [177]. Tipicamente los humanos compren-
demos ideas abstractas como la “mocion ficticia” y el viaje a través del tiempo. Entonces,

Si el lunes guarde 65 dolares debajo de mi colchén y continué guardando 10 dolares cada lunes
sucesivamente, haz una gréfica que represente mi cuenta de ahorros por las primeras 4 semanas.
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para comprender un comportamiento continuo tenemos que usar la nocién de movimiento,
que es inherentemente continua. Investigaciones con estudiantes demuestran que la mocién
y los gestos juegan un papel importante en el desarrollo de las imagenes conceptuales de
una situacién [178, 179)].

Un papel critico e importante es el papel que juega tiempo en el que se plantea una situa-
ciéon dindmica. El ejemplo de la ecuacion logistica discreta y la ecuacion logistica continua,
ilustra la diferencia entre el razonamiento continuo y discreto del tiempo. Los comporta-
mientos matematicos son diferentes y los estudiantes suelen obtener conclusiones diferentes
si utilizan uno u otro [171, 169, 172, 168]. Cuando los estudiantes razonan con tiempo, ellos
lo pueden hacer de dos maneras: imaginar que cada cambio es completo o que el cambio
estd en progreso, es decir, cambiando mientras ellos imaginan la situacién. El segundo es
similar a la nocién de fluentes, que Newton utilizé para la creacion del calculo de los sistemas
dindmicos [180].

Entonces, es necesario entender que el razonamiento continuo, antes que los limites, utiliza
dos procesos: imaginar un cambio en el progreso y, utilizar herramientas como gestos y
animaciones para ayudar en la visualizacién [171].

Deterministico contra Estocastico

Por 1ltimo, la distincién entre modelos deterministicos y estocasticos. Contrario a los
modelos deterministicos, los modelos estocasticos generalmente son matematicamente mas
complejos. Esto nos indica que los modelos estocasticos se prestan para la simulacién y
reduccién en complejidad matemética pero pierden profundidad analitica.

Los procesos estocasticos son conocidos por su aplicabilidad y a la vez son responsables
de ayudar estudiantes a desarrollar el razonamiento matemaético requerido para la investiga-
ci6n utilizando el modelaje matemdtico [158]. Debido al alto grado de complejidad, un poco
de experiencia en programacién suele permitir a los estudiantes explorar sistemas comple-
jos imposibles de analizar solo con herramientas algebraicas. Por eso la computadora y la
programacion les abren las puertas al modelaje matematico.

Contrario al enfoque meramente deterministico, el enfoque utilizado en las escuelas es el
de reducir la complejidad matematica para que esta sea accesible. Pero por lo regular esta
es reducida hasta el punto en que los problemas pierden sentido tal como el problema del
pastel.

El papel de la investigacion en las matematicas educativas

Por dltimo es importante realizar que para ser un buen profesor no basta con ser un buen
matemadtico. Un buen matematico goza de muchas ventajas [181] que le facilita la creacién
de problemas, ejercicios, ejemplos y contra ejemplos para demostrar un punto. Ellos pueden
reaccionar al momento sélo si reconocen que tienen que reaccionar y ayudar al estudiante
una vez que se identifica una dificultad. Johnson y Larsen [181] indican que el saber cuando
actuar y el identificar la dificultad son dos cosas completamente diferentes. Esto quiere decir
que a pesar que un matematico pueda identificar a un estudiante que tiene dificultades y
que apesar que puede generar ejemplos para ayudar, no siempre puede descifrar la causa de
la dificultad. El saber por qué un estudiante se comporta de cierta manera es una tarea que
requiere mucho tiempo. Dentro de una aula, donde el tiempo es de esencial, no siempre es
facil encontrar el por qué un estudiante llegb a esa conclusién o realizd esa pregunta.

Esta la importancia de leer acerca de la investigacién en la matemaética educativa, en es-
ta, se documentan los comportamientos estudiantiles y sus causas. Cuando un matematico
es culto en la literatura de la matematica educativa, el identificar las causas de las confu-
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siones de los estudiantes se convierten en el reconocimiento de patrones, en vez de armar
un rompecabezas. Esto ayuda a los matematicos a reaccionar y les permite ayudar a los
estudiantes de una manera mas rapida y eficaz. Facilmente pueden reconocer el comporta-
miento, identificar la causa y utilizar su conocimiento matematico para generar ejemplos o
ejercicios apropiados.
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