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Para todos los jóvenes de habla hispana que tienen
curiosidad acerca del mundo en que viven y pretenden
cambiarlo mediante el descubrimiento de nuevos
conceptos utilizando múltiples disciplinas científicas.
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Los autores pretenden mediante la presente colección de apuntes ofrecer una introducción al
modelaje Matemático, el cual es una herramienta versátil para explorar diferentes tipos de
problemas de interés cotidiano, que incluyen pero no se limitan a las siguientes disciplinas
científicas: Sostenibilidad Ambiental, Epidemiología, Dinámica poblacional, etc.

Así mismo, se ofrecen diversos recursos que permiten al estudiante profundizar en las téc-
nicas utilizadas en el modelaje Matemático, para usarlas como herramientas en la resolución
de problemas de índole social o científica.

Uno de los recursos recomendados es el repositorio del Instituto de Matemáticas y Bilogía
Teórica (MTBI) de la Universidad estatal de Arizona (ASU):
https://mtbi.asu.edu/research/archive

Through this collection of notes, the authors wish to provide an introduction to Mathe-
matical Modeling. The idea is to make this tool available to young students who are eager
to explore a wide variety of problems that are affecting our everyday life such as: problems
in Sustainability, Epidemiology, Ecology and Population Biology, etc.

At the same time, the authors wish to provide a plethora of resources to aid in the un-
derstanding and conceptualization of the techniques used to solve real life problems through
Mathematical Modeling.

The recommended resources include many papers published by the authors (available
on-line free of charge) and the Arizona State University’s Mathematical and Theoretical
Biology Institute’s repository (MTBI) at : https://mtbi.asu.edu/research/archive

https://mtbi.asu.edu/research/archive
https://mtbi.asu.edu/research/archive


Prefacio

La Biología evolutiva y sus divisiones: la Biología moderna, la Ecología, la Epidemiología,
la Genética, entre otras; son parte del desarrollo de la Biología actual. Es importante destacar
que la relación de la Biología Evolutiva con cada una de estas areas que estructuran la
Biología moderna, es sistémica o mejor, holística. Este sistema se entiende como una unidad
cuyos elementos interactúan juntos, ya que continuamente se están afectando unos a otros,
de modo que avanzan hacia una meta común, la conservación de las especies. Esta estructura
sistémica, obliga a tener presente todas las interrelaciones dentro de estas disciplinas para
la comprensión de sucesos de tipo biológico que hoy afectan a la humanidad, como el VIH,
la resistencia a los medicamentos por parte de los parásitos y gérmenes, etc.

Una importante herramienta que ha generado mucho desarrollo dentro de cada una de
las disciplinas de la Biología Moderna, ha sido la matemática acompañada de la estadística
y la computación. Hoy se estudian algunos problemas biológicos en la intersección de estas
disciplinas; cada una tiene definido su objeto de conocimiento y, en cuanto a su método,
se ubican en dos campos disjuntos: el teórico y el experimental. Así, hoy se cuenta con
un enfoque interdisciplinario para el estudio de los problemas biológicos donde la Biología,
origina los problemas y la Matemática, aporta el método de estudio.

Grandes epidemias han afectado a la población humana a lo largo de la historia. Muchas
poblaciones han sido incapaces de protegerse de microbios y gérmenes; de alguna manera
u otra todos hemos vivido los efectos de la pandemia del SIDA, del resurgimiento de la
Tuberculosis (TB), el dengue y la malaria, de las muertes causadas por el virus AH1N1, el
SARS, etc.

¿Puede la Matemática ayudar en el entendimiento de la propagación de este tipo de enfer-
medades? ¿Cómo modelar matemáticamente la epidemia de la violencia y sus consecuencias
en la salud? La matematización de la Biología, permite explicar y predecir el comportamien-
to de algunos sistemas complejos, lo que también permite encontrar soluciones a algunos
problemas ambientales y poblacionales. El hecho que ahora la Matemática tenga tal impor-
tancia en algunas áreas de la Biología, y se hayan desarrollado areas como la “Epidemiología
Matemática” o la “Ecología Matemática”, por ejemplo; tiene que ver con la necesidad de
un enfoque multidisciplinario en la solución de problemas de tipo biológico. Tal enfoque ha
requerido el uso de modelos matemáticos y de simulación, como una herramienta conceptual
con la cual se pueden describir, explicar y predecir comportamientos específicos. Podemos
establecer que actualmente la matemática aplicada es una herramienta poderosa para lo-
grar entender la dinámica de estos problemas y predecir los posibles efectos de las diferentes
alternativas de solución.

En este libro se pretende mostrar los principales aspectos de la modelización matemática
en epidemiología. El presente libro contiene material más que suficiente para entender el
tipo de problemas aquí planteados. El objetivo es motivar a los jóvenes estudiantes de la
utilidad del modelado matemático. Fred Brauer dice: “ lo ideal sería enseñar el arte de la
elaboración de modelos matemáticos, pero que este arte es difícil de enseñar y es mejor
aprender con la práctica". Por esta razón se han presentado muchos ejemplos con todas las
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x Prefacio

herramientas matemáticas necesarias para la comprensión del tema tratado. Se espera que
con el estudio de estos ejemplos, se adquieran buenas ideas sobre el proceso de elaboración
de modelos matemáticos.

Los dieciséis capítulos de esta monografía pertenecen a lo que podríamos identificar co-
mo la Epidemiología Matemática clásica. Como los objetivos de esta monografía son proveer
una versión en español para aquellos cuyo conocimiento de otras lenguas sea limitado, he-
mos decidido incorporar capítulos sobre estimación de parámetros, y breves capítulos sobre
modelos estocásticos, incluyendo una introducción breve a la probabilidad.
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Introducción

El presente trabajo es una colección informal de notas en las que se muestran técnicas
utilizadas en el análisis matemático de modelos epidemiológicos a nivel poblacional. Es a
través de la modelación de procesos biológicos que la epidemiología teórica recibe su mayor
aporte. Si bien estamos convencidos que en los siguientes capítulos se presentaran suficientes
modelos interesantes para atraer e inspirar a los matemáticos, cabe mencionar, que el prin-
cipal objetivo de estas notas es el de motivar e interesar a estudiantes e investigadores de
las Ciencias Biológicas en el uso generalizado de modelos matemáticos como herramientas
poderosas y útiles en el estudio de procesos epidemiológicos. Es por ello que se enfatiza que
el origen de la Epidemiología Matemática o teórica se debe, en gran parte, al trabajo de
médicos que como Ross [1] y McKendrick [2], se enfrentaron directamente al estudio de la
transmisión y control de las enfermedades infecciosas usando modelos matemáticos. Estamos
convencidos que sólo con la interacción sostenida entre epidemiológos teóricos, matemáticos
y profesionales de la salud, se puede garantizar la utilidad del uso de la epidemiología teórica
como una rama legítima e indispensable de la investigación epidemiológica.

En la actualidad, aproximadamente uno de cada tres seres humanos es portador de macro-
parásitos (veáse a Anderson [3]). El hecho que miles de millones de individuos sean afectados
directamente por macro-parásitos, y que la mayoría de estos individuos vivan en países en
desarrollo con recursos muy limitados, demanda la planeación efectiva de programas de
salud pública. Los modelos matemáticos constituyen una herramienta útil y económica en
la planeación y evaluación de una gran variedad de programas de salud pública. Además,
dichos modelos son útiles en estudios epidemiológicos de campo, dado que el costo de estos
últimos es muy elevado y, por consiguiente, el uso de modelos matemáticos puede convertirse
en la opción más económica y efectiva.

Los modelos teóricos incluidos en esta colección son de utilidad general, pero no deben ser
aplicados directamente a situaciones particulares. La biología no es como la física; los detalles
y la variabilidad son fundamentales en muchas ocasiones. La epidemiología, en un sentido
general, es una área de investigación interdisciplinaria, y el estudio de problemas de interés
social requiere la participación de individuos con habilidades y talentos diferentes; el estudio
de la propagación del SIDA ha ilustrado esta situación en forma definitiva. Sociólogos,
economistas, matemáticos, epidemiólogos, administradores de programas de salud pública,
médicos y estadísticos, integran sus conocimientos y puntos de vista con un motivo único:
la erradicación del SIDA.

La investigación hacia enfermedades de importancia social y económica, proporciona una
manera de contribuir directamente a la sociedad e indirectamente a la comunidad científica.
Las experiencias de Ross [1] y McKendrick [2] indican que la modelación de enfermedades
infecciosas específicas, relacionando estudios epidemiológicos de campo y sociológicos locales,
no sólo proveen una área de investigación relevante, sino que además garantizan problemas
científicos relevantes.

Algunos libros de matemáticas aplicadas, a menudo concluyen con una serie de problemas
de investigación; la mayoría de estos problemas son de tipo matemático, es decir, matemá-
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2 INTRODUCCIÓN

ticas aplicadas a las matemáticas. Estudiantes genuinamente interesados en las aplicaciones
encuentran naturalmente este tipo de problemas irrelevantes. Este tipo de estudiantes debe
iniciar sus proyectos de investigación con preguntas biológicas como: ¿Cuál es el efecto de
períodos largos y variables de infectividad en la transmisión del SIDA?, ¿Cuál es el efecto
del uso generalizado de antibióticos en la distribución de cepas resistentes a los antibióticos
en el caso de la gonorrea?; o ¿Cuál es el efecto de la especificidad en preferencia de vectores
por diferentes tipos de hospedarios en la dinámica de infecciones como malaria, dengue, o
leishmaniasis?

El estudio contínuo de problemas de este tipo (es decir, el estudio de preguntas de la
epidemiología teórica), nos lleva rápidamente a la frontera del conocimiento biológico, ma-
temático, y estadístico. Preguntas de tipo más práctico como las relacionadas con el diseño,
la aplicación y evaluación de medidas de control, también nos llevan rápidamente a la fron-
tera de estas áreas (veáse a [4, 5, 6, 7]).

Estas notas están orientadas a proveer a nuestros lectores las herramientas matemáticas
básicas para la iniciación de investigaciones en epidemiología. Todo nuestro esfuerzo será
compensado si los modelos y métodos descritos aquí, motivan a algunos estudiantes de
matemáticas o de biología a trabajar en cuestiones relevantes a la epidemiología teórica y
aplicada, haciendo uso de modelos matemáticos. Los problemas son fascinantes, su solución
importante, y los desafíos y dificultades teóricas (matemáticas y biológicas) que presentan,
son una fuente inagotable de conocimiento nuevo.

Estas notas son una introducción a la epidemiología matemática, y un bosquejo de los
avances mas recientes en esta área de la biología teórica. Los primeros cinco capítulos cubren
aspectos fundamentales de la modelación, y el análisis matemático de procesos epidemiológi-
cos a nivel poblacional. El sexto capítulo cubre, en un nivel elemental, modelos epidemioló-
gicos con población variable cuyo estudio ha despertado gran interés teórico recientemente.
El séptimo capítulo discute modelos aplicables a la transmisión del paludismo. Este tipo
de modelos es de inmensa tradición histórica, pues a través de su formulación y análisis se
fundaron las bases de la epidemiología teórica moderna a nivel poblacional. La dinámica del
paludismo es una fuente constante de inspiración para biólogos teóricos y biomatemáticos.

El octavo capítulo aplica la teoría desarrollada en los primeros seis capítulos a la for-
mulación y el análisis de modelos teóricos sobre la propagación del SIDA en poblaciones
homosexuales. El noveno capítulo y el décimo capítulo estan íntimamente relacionados. El
noveno capítulo introduce un modelo bastante general para la propagación de la gonorrea en
poblaciones heterosexuales con modos arbitrarios de apareamiento, mientras que el décimo
capítulo presenta un sistema axiomático para la descripción de estos modos de apareamien-
to. Una fórmula general que describe cualquier modo específico de apareamiento como una
perturbación arbitraria de modos aleatorios de apareamiento es derivada. Tales perturbacio-
nes son una función de las preferencias en el apareamiento de los individuos de los distintos
grupos bajo consideración, y por consiguiente dependen de una serie de factores incluyendo
raza, nivel socieconómico, edad, etc. El estudio de modos de apareamiento y su aplicación a
procesos epidemiológicos, es una de las áreas de investigación más activa de la epidemiología
matemática en la actualidad. El capítulo 10 presenta resultados analíticos obtenidos recien-
temente en el estudio de modelos matemáticos para la propagación sexual del SIDA. Estos
modelos incorporan la infectividad como función de la duración de la infección, es decir la
infectividad variable.

El capítulo 11 presenta un modelo discreto de transmision de influenza, se incluye además
un problema de control optimo que se resuleve usando la versión discreta del principio de
Prontyagin, Finalmente se considera la estimación de parámetros asociados al problema
usando mínimos cuadrados y mínimos cuadrados generalizados. El capítulo 12 presenta
herramientas básicas para construir modelos probabilísticos, mientras que los capítulos 13
y 14 aplican estos conceptos a la construcción de modelos en epidemiología y a la dispersión
espacial de agentes biológicos. La epidemiología tradicionalmente describe la propagación
de enfermedades infecciosas a nivel poblacional [8, 9]. En el capítulo 15 nos enfocamos
brevemente en la dinámica del virus en un distinto nivel: a nivel del sistema del individuo
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que está infectado por alguna enfermedad infecciosa. En este capítulo se describe como el
virus se transmite de célula a célula. El capítulo 16 expone el principal problema pedagógico
en la enseñanza del modelaje matemático: la interpretación adecuada del problema. Enfatiza
además, la importancia del aprender a realizar modelos matemáticos y comprender algunas
debilidades del modelaje matemático al afrontar un problema de la vida real.





Capítulo 1
Modelo de Kermack y McKendrick

Modelo de Kermack y McKendrick

El artículo clásico de Kermack y McKendrick [2] ha sido muy influyente en las últimas
cinco décadas. Su modelo SIR, Susceptible-Infeccioso-Recuperado y sus variantes, se han
convertido en prototipos de sistemas no lineales utilizados no sólo por los estudiantes intere-
sados e informados sobre las aplicaciones de las matemáticas a la biología, sino también para
explicar a los responsables de las políticas, epidemiólogos y expertos en salud pública sobre
la importancia del estudio de la dinámica de las enfermedades transmisibles. Los campos de
la salud pública y la epidemiología han sido dominados, por buenas razones, por el uso de
modelos estadísticos. Sin embargo, como se espera ilustrar en este libro, el uso de modelos
dinámicos aporta una nueva dimensión, ya que permite a teóricos y prácticos la posibili-
dad de formular nuevas preguntas dentro de un marco que permite explorar el impacto de
intervenciones en la dinámica de la transmisión de enfermedades contagiosas. Además, los
modelos utilizados (a diferencia de, por ejemplo, las correlaciones) deben dar cuenta de los
mecanismos responsables de los patrones observados en la transmisión de una enfermedad
contagiosa. Este proceso ayuda a identificar, cuantificar, evaluar e implementar políticas de
intervención dirigidas a reducir el efecto de la epidemia o incluso de brotes pandémicos a
través de la reducción del impacto de tales mecanismos.

Consideremos una población en la cual un número reducido de sus miembros padece
alguna enfermedad infecciosa que se puede transmitir a otros miembros de la misma pobla-
ción [2]. El objetivo que perseguimos ahora es determinar qué proporción de la población
total será infectada y por cuanto tiempo, usando un modelo matemático que incorpore en
su estructura los mecanismos de transmisión que consideramos importantes. Iniciamos la
formulación del modelo dividiendo a la población en tres subclases que serán designadas
con las letras S, I y R. S(t) denotará el número de individuos susceptibles de contraer
la enfermedad al tiempo t, I(t) el número de individuos capaces de transmitirla; es decir,
individuos infecciosos, y R(t) el número de individuos que han perdido la posibilidad de
ser infectados; ya sea por haber sido convenientemente aislados del resto, por haber sido
inmunizados o por haber fallecido a consecuencia de la enfermedad. R(t) es pues el número
de individuos removidos o retirados de la población al tiempo t. Aunque los factores por
los cuales un individuo entra a este último compartimiento son diversos desde un punto de
vista epidemiológico, todos son matemáticamente equivalentes ya que en nuestro modelo
los individuos en R(t) no contribuyen a la posterior trasmisión de la enfermedad. Como se
observó anteriormente, uno de los primeros modelos elaborados para tratar de explicar los
rápidos cambios (incrementos y decrementos) en las tasas de enfermos durante brotes epi-
démicos, fue propuesto por Kermack y McKendrick en 1927 [2]. Ejemplos sobresalientes de
epidemias que motivaron el desarrollo de este tipo de modelos incluyen la “Gran Epidemia
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6 1 Modelo de Kermack y McKendrick

de la Peste” en Londres (1665-1666), la epidemia de cólera en la misma ciudad (1865) y la
epidemia de peste en Bombay (1906) [8].

El modelo en cuestión es el siguiente

dS(t)
dt

=−βS(t)I(t),

dI(t)
dt

= βS(t)I(t)− 1
τ
I(t),

dR(t)
dt

= 1
τ
I(t),

y está basado en las siguientes suposiciones:
i Todas las muertes son causadas por la enfermedad; es decir, la mortalidad por causas
naturales durante la epidemia se considera insignificante. También se supone que durante
el transcurso de la epidemia la tasa neta de crecimiento es cero. Esta suposición implica
la relación d(S+I+R)

dt = 0, de donde se sigue que el tamaño total de la población es
constante, puesto que los individuos que murieron debido a la enfermedad siguen siendo
contados como miembros de la población. Esta hipótesis es razonable para epidemias de
corta duración.

ii La transmisión de la enfermedad se supone regida por la ley de acción de masas entre
infectados y susceptibles, siendo la tasa de nuevas infecciones proporcional al número
total de contactos entre individuos susceptibles e infectados. Esta suposición es reflejada
en los términos −βS(t)I(t) y βS(t)I(t) en las ecuaciones para S(t) e I(t) respectiva-
mente, donde βS(t)I(t) es el número de miembros que pasa de la clase susceptible a la
infectada por unidad de tiempo; es decir, lo que los matemáticos llaman la incidencia.

iii También se pude suponer que la transmisión de la enfermedad está regida por lo que
ahora llaman “incidencia común” entre infectados y susceptibles, donde la tasa de nuevas
infecciones es proporcional al número total de contactos entre individuos susceptibles
y la proporción infectada de la población. Esta suposición es reflejada en los términos
−βS(t) I(t)N(t) y βS(t) I(t)N(t) en las ecuaciones para S(t) e I(t) respectivamente, donde
βS(t) I(t)N(t) es el número de miembros que pasa de la clase susceptible a la infectada por
unidad de tiempo, es decir, lo que los matemáticos llaman “incidencia”.

iv La tasa de remoción de individuos infectados es constante e igual a 1
τ ; es decir, una

fracción 1
τ de miembros infectados pasa a la clase de removidos por unidad de tiempo.

v En la versión del modelo de Kermack y McKendrick descrita en esta sección, la población
N(t) = S(t)+I(t)+R(t) es constante y por lo tanto matemáticamente hablando no hay
diferencia entre la ley de de acción de masas y la llamada incidencia común. Sin embargo,
la diferencia conceptual es significativa y de extrema importancia cuando la pobalción es
variable; es decir, el caso en que la diferencia entre muertes y nacimientos es significativa
(esto es, cuando la selección biológica actúa), véase [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

Del modelo anterior, Kermack y McKendrick (1927) [2] derivaron un teorema que demues-
tra la existencia de una constante adimensional llamada “número de contacto” o “número
reproductivo básico”, cuya magnitud determina si la enfermedad es abatida, y en tal caso el
número de individuos infectados decrece monótonamente a cero; o si se produce un brote epi-
démico donde el número de enfermos crece a un máximo y después decrece a cero. La mayoría
de los modelos epidemiológicos que han sido estudiados exhiben un fenómeno umbral de este
tipo, véase por ejemplo: [3, 9, 8, 20, 21, 22, 9, 21, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33]
Como S+ I +R es constante, podemos dividir cada una de las variables dependientes de
nuestro modelo por el tamaño total de la población N , y obtener que S

N + I
N + R

N = 1. Abu-
sando de nuestra notación, designaremos a estas nuevas variables S

N , IN , y R
N con los mismos

símbolos S, I, y R, ya que de esta forma podemos escribir S+ I+R = 1. Luego podemos
substituir R = 1−S− I en el sistema anterior y obtener un par de ecuaciones diferenciales
ordinarias equivalentes:
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dS(t)
dt

=−βSI(t)

dI(t)
dt

= βS(t)I(t)− 1
τ
I(t)

De aquí podemos deducir que dS(t)
dt < 0 y dI(t)

dt < 0 para toda t si y solamente si S(t)< 1
βτ .

Esto implica que si S(0) < 1
βτ , entonces

dI(t)
dt < 0 para toda t, por lo que la infección des-

aparecería; pero si S(0)> 1
βτ , entonces

dI(t)
dt > 0 sólo mientras S decrece hacia el valor 1

βτ ,
después de lo cual dI(t)dt será negativa. Si ahora suponemos que un número pequeño de indi-
viduos infecciosos es introducido en una población únicamente compuesta por susceptibles,
entonces es posible demostrar que el número reproductivo básico está dado por

R0 = βτ.

Obsérvese que en este caso R0 es independiente de la población total N , lo cual tiene
sentido ya que la pobalción es constante. En el modelo que supone la ley de acción de
masas se tendría que R0 = βNτ , es decir, una función lineal de la población N . Bajo tal
suposición se tendría que si la población se duplica, entonces el número reproductivo básico
se duplicaría. El uso de lay ley de acción de masas en modelos con población variable puede
llevarnos a resultados absurdos – como números reproductivos inmensos en situaciones en
que se desconoce el valor de N . Esta situación se vió muy clara en el caso del “síndrome
respiratorio agudo severo” (SARS), que es una neumonía atípica que apareció por primera
vez en noviembre de 2002 en la provincia de Cantón, China ([34, 22]). Luego, a partir
de las relaciones derivadas en el párrafo anterior, si R0 < 1 la infección es eliminada y
si R0 > 1 se produce un brote epidémico. Este resultado es en esencia el contenido del
teorema umbral de Kermack y MacKenrick (1927) [2]. Un análisis cualitativo del sistema
de ecuaciones diferenciales muestra que los puntos de equilibrio (S∞, I∞) son soluciones del
sistema algebraico S∞I∞ = 0, I∞(βS∞− 1

τ ) = 0. Por lo tanto, hay una línea de puntos de
equilibrio dada por los puntos de la forma (S∞,0) donde S∞ es arbitrario, 0< S∞ < 1. Al
linealizar en la vecindad de un punto de equilibrio de la forma (S∞,0) obtenemos el sistema

du(t)
dt

=−βS∞v,

dv(t)
dt

= (βS∞−
1
τ

)v,

con matriz Jacobiana (
0 −βS∞
0 βS∞− 1

τ

)
Los valores propios de esta matriz son entonces 0 y βS∞− 1

τ , lo que indica que el sistema
linealizado no proporciona información útil sobre el comportamiento cualitativo del sistema
(el valor propio cero significa que la linealización es inútil para el análisis del sistema).
Los valores límites S(∞) de cada órbita dependen del valor inicial S(0)> 0. Obsérvese que
S(∞)> 0 para todo S(0)> 0, esto significa que durante cualquier brote epidémico no todos
los miembros de la población se infectan, independientemente de las condiciones iniciales.
Este resultado concuerda con la información médica registrada para muchas epidemias de
enfermedades comunicables por medio de contactos casuales (catarro, influenza, sarampión,
rubeola o la varicela por ejemplo). No es difícil demostrar que una órbita que conecta el
punto (S(0),0) con el punto (S(∞),0) satisface la relación

S(∞)− 1
βτ

lnS(∞) = S(0)− 1
βτ

lnS(0).
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S

I

S
*

S0

Figura 1.1: Aquí S0 = (S(∞,0), S1 = 1
βτ y S2 = (S(0),0).

Para ver esto, observemos que

d(S+ I− 1
βτ lnS)

dt
= S′+ I ′− 1

βτ

S′

S
= S′(1− 1

βτS
) + I ′,

como dS(t)
dt =−βS(t)I(t) se tiene que

d(S+ I− 1
βτ lnS)

dt
=−βSI((1− 1

βτS
) =−βSI+ 1

τ
I+ I ′ = 0

por lo tanto S(t) + I(t)− 1
τ − ln(S(t)) es constante, luego

S(∞) + I(∞)− ( 1
τ

ln(S(∞)) = S(0) + I(0)− 1
τ

lnS(0),

y como I(∞) = I(0) = 0, se sigue que

S(∞)− 1
βτ

lnS(∞) = S(0)− 1
βτ

lnS(0).

La relación anterior se conoce como la “relación del tamaño final” de la epidemia y durante
mucho tiempo se creyó que el cálculo de dicha relación para los modelos de una dimensón
superior probablemente no era fácil de hacer. El trabajo sobre el SARS [34] aumentó el
interés en analizar modelos de un sólo brote y una gran corriente de investigación ha surgido
([34, 22]).

La tasa de contacto β en el modelo que estamos considerando depende de la enfermedad
particular que se estudia, y por lo tanto, puede también depender de factores sociales y
de comportamiento. En general es difícil estimar β, o equivalentemente R0, de una forma
directa. Sin embargo la relación obtenida arriba nos proporciona un manera de calcular
a partir del conocimiento de S(0) y S(∞). Estos valores se pueden estimar en el caso
de enfermedades comunicables, como catarros, influenza, sarampión, rubeola o varicela;
utilizando información serológica (comprobando la existencia de anticuerpos en la sangre de
un individuo). Por ejemplo, supongamos que un brote de influenza ha sido reportado con
S(0) = 0,911, y S(∞) = 0,513. A partir de la relación
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S(0)−S(∞) = 1
βτ

(S(0)− lnS(∞) = 1
βτ

ln S(∞)
S(0) ,

derivamos

βτ =
ln S(0)
S(∞)

S(0)−S(∞) ,

y al sustituir los valores de S(0) y S(∞) tenemos que βτ = 1,44. Los valores de R0 para
otras enfermedades como sarampión, varicela o rubeola son mucho más altos. El criterio
R0 > 1 también se puede interpretar en términos epidemiológicos como el requisito de que
la densidad de población susceptible exceda un umbral crítico NT , con

NT = 1
βτ
,

para que se produzca un brote epidémico.
Esta interpretación depende del hecho que la no linealidad que gobierna la dinámica de

la epidemia está dada por la ley de acción de masas (ii) y, por lo tanto, sólo es útil en
situaciones donde se conoce el tamaño de la población susceptible y donde la población es
constante. La ley de acción de masas no nos permite generalizar a modelos de población
variable. En el capítulo nueve se describe un sistema axiomático que nos permite construir
generalizaciones de la ley de acción de masas en situaciones donde la población es variable.
Este tipo de generalizaciones se reducen a ejercicios de reescalamiento cuando la población
afectada es constante.

En los estudios hechos para la epidemia europea de rabia en zorros, la evidencia indica
una densidad de población crítica de aproximadamente 1 zorro/km2; la rabia no prolifera
en regiones más escasamente pobladas. Este dato conjuntamente con la esperanza promedio
de vida de 5 días estimada para zorros rabiosos proporciona el valor de 72 km2/año para β.

Para erradicar una infección, es necesario reducir el número de contactos (o el número
reproductivo básico) R0 por debajo de 1. Esto se logra algunas veces a través de programas
de inmunización, los cuales tienen el efecto de transferir miembros de la clase susceptible S,
a la clase de los removidos R, reduciendo por lo tanto NT .

El efecto de inmunizar una fracción p de la población susceptible total antes de la intro-
ducción de la enfermedad es equivalente a reemplazar N (en este caso N = 1) por N(1−p),
y por lo tanto se cambia el número reproductivo R0 = βτ por R0 = βτ(1− p). La condi-
ción βτ(1−p)< 1 implica 1−p < 1

βτ = 1
R0

o p > 1− 1
R0

. Decimos que una población tiene
“inmunidad de grupo” si una fracción considerable, p, de la misma ha sido inmunizada de
tal manera que la enfermedad no se propagará si se introduce un caso infeccioso, es decir
R0(p) < 1. La única enfermedad para la cual este objetivo ha sido alcanzado a nivel mun-
dial es la viruela. Para el sarampión, datos epidemiológicos en los EEUU indican que para
poblaciones rurales, R0 fluctúa entre 5.4 a 6.3, requiriéndose vacunar del 81.5% al 84.1% de
la misma población para alcanzar inmunidad de grupo. En areas urbanas, R0 se ubica entre
8.3 y 13.0, requiriéndose vacunar del 88% al 92.3% de la población para lograr un efecto
similar. En Gran Bretaña, el número reproductivo para el sarampión varía entre 12.5 y 16.3
requiriéndose vacunar del 92% al 94% de la población. Como la eficacia de la vacuna para
el sarampión en niños de 15 meses de edad es aproximadamente del 95%, es prácticamente
imposible lograr inmunidad de grupo para esta enfermedad. Si se vacuna a niños menores
de 15 meses entonces se corre el peligro de vacunar a niños que aún están protegidos por los
anticuerpos maternos y que por lo tanto, no son protegidos por la vacuna. El valor de R0
para la viruela fue relativamente bajo comparado con el del sarampión y requirió una inmu-
nización del orden del 80%. La gravedad que este padecimiento puede alcanzar determinó
que la comunidad internacional pusiera en práctica un programa intensivo de vacuna a ni-
vel mundial para obtener este grado de inmunización. La Organización Mundial de la Salud
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ha establecido programas de vacunación similares con el objetivo de eliminar la poliomielitis.

Los modelos matemáticos que acabamos de describir nos indican cual es la proporción de
individuos que se debe vacunar para obtener inmunidad de grupo. Si bien estos resultados
son útiles, estos están basados en la ley de acción de masas (en modelos con poblaciones
constantes), es decir, se supone que todos los individuos se comportan de la misma manera.
Los contactos no sólo ocurren al azar sino que además todos los individuos tienen el mismo
número promedio de contactos (saludos de mano, abrazos, etc.) por unidad de tiempo. Es
decir, la política de control de infecciones sugerida (inmunidad de grupo) por estos modelos,
está basada en modelos donde todos los individuos son idénticos. La realidad es diferente y
por consiguiente, no fue tan fácil erradicar a la viruela. No sólo se necesitó vacunar a un gran
porcentaje de la población sino que, además, se tuvieron que crear programas especiales para
erradicarla en regiones rurales. Es decir, el modelo original indicó que era posible erradicar
la viruela y nos dió una cifra aproximada (80%) para apoyar esta predicción. Sin embargo
la implementación efectiva de este programa requirió la creación de un programa de acción
que tuvo que tomar en consideración las características particulares de cada sub-población
afectada. El hecho de que para lograr inmunidad de grupo en el caso del sarampión se re-
quiera vacunar al 95% de los niños de 15 meses (de acuerdo con el modelo más simple)
sugiere que la situación es todavía más compleja si se desea erradicar al sarampión. Esta
situación genera preguntas diferentes. Por ejemplo, crear inmunidad de grupo es casi im-
posible en el caso del sarampión, particularmente en países en desarrollo, entonces, ¿cuáles
son las consecuencias de vacunar solamente al 60%? En los siguientes capítulos se discutirá
brevemente la relación entre el promedio de edad de los individuos durante la infección (edad
promedio de la primera infección) y posibles programas de vacunación. Se observará que en
situaciones donde no es posible obtener inmunidad de grupo, el promedio de la edad cuando
se sufre la primera (y usualmente la única) infección aumenta. Por lo tanto, el vacunar a un
número reducido de individuos puede resultar en efectos negativos para toda la población
en consideración, si los efectos de la infección son más serios para adultos que para niños.
Por ejemplo, si se vacuna a un porcentaje alto (pero no lo suficiente para obtener inmunidad
de grupo) de niños contra la rubeola entonces los individuos no vacunados (niños, jóvenes,
y adultos) que se infectan tendrán una edad promedio más alta cuando sufren la infección
que si hubieran sido miembros de una población donde no se vacunó a nadie. Por lo tanto
habrá mucho más jovencitas que se infectan de rubeola durante su edad reproductiva, la
rubeola es muy peligrosa en las mujeres embarazadas ya que puede ocasionar defectos en
los fetos. No vacunar, puede ser, bajo ciertas condiciones, la mejor política para el bienestar
de todos. Pero, ¿como se podría establecer esta política en una democracia? ¿sería capaz la
clase media de dejar de vacunar a sus niños para el bienestar de todos los niños?

Desde la publicación del modelo Kermack y McKendrick en 1927 [2], los investigadores en
epidemiología matemática, han desarrollado una extensa literatura alrededor de dicho mo-
delo, diferentes innovaciones e incluso nuevos planteamientos y contemporáneas aplicaciones
se han publicado recientemente, [35], [36], [37], [38], [39], [40], [41], [42].



Capítulo 2
Modelos de compartimentos

Compartimentos

Los modelos de compartimentos se utilizan con frecuencia para describir el flujo de ma-
terial en sistemas biológicos. Un modelo de compartimentos contiene un número de com-
partimentos por los cuales circula el material con flujos de entrada y salida definidos. Se
debe tener en cuenta que los compartimentos y los flujos no son componentes individuales
del modelo. Los flujos de entrada y salida dependen del contenido en el interior de cada
compartimento, el flujo de entrada de un compartimento puede depender del flujo de sa-
lida de otro compartimento (ver figura2.1) [43]. Otra particularidad y la más importante

S I R

Figura 2.1: Modelo de compartimentos.

de estos modelos es que mediante una formulación matemática se logra reunir todos sus
elementos. Dichos elementos, ya expresados en el ambiente matemático, pueden ser manipu-
lados y obtener nuevas expresiones matemáticas. Estas, al ser interpretadas, pueden arrojar
conclusiones que nunca se habrían logrado manteniendo sólo el lenguaje único de cada área
o ciencia involucrada en el proceso [43].

Un modelo de compartimentos también puede representar a un sistema ecológico donde el
material podría ser la energía, los compartimentos podrían representar diferentes especies de
animales y plantas, y el flujo entre los compartimentos podría ser responsable de la absorción
y la pérdida de alimentos (o energía). En este caso se basaría en las ecuaciones que describen
las leyes de conservación de la energía. Los modelos de compartimentos también surgen en
la fisiología, donde el material podría ser el oxígeno que es transportado con la sangre entre
los diferentes órganos (compartimentos) del cuerpo [44].

Otra aplicación de los modelos de compartimentos está dada en la epidemiología. Un
modelo epidemiológico de compartimentos puede definirse a partir de las clases y subclases
de individuos en que se puede dividir una población afectada por una enfermedad; los flujos
entre clases y subclases. Las tasas de transición son estimadas del conocimiento cualitativo y
evidente en la Historia Natural de la Enfermedad. Cuando el modelo ha sido establecido y las
clases epidemiológicas y tasas de transición están definidas, la dinámica de la infección en la
población puede ser expresada matemáticamente por un sistema de ecuaciones diferenciales
[44]. Si la población que padece una enfermedad es divida en las clases: susceptibles S,

11
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infectados I y removidos o recuperados R, se tienen los siguientes tipos de modelos de
compartimentos epidemiológicos; SI tiene como ejemplo la enfermedad del SIDA [44], el
modelo SIR para enfermedades virales tales como sarampión y rubéola [8], [44]. Otro tipo
de modelos son los llamados SIS, en los cuales un individuo infeccioso retorna a la clase
susceptible debido a que la enfermedad no confiere inmunidad definitiva [3]. Tales modelos
son adecuados tanto para la mayoría de las enfermedades transmitidas por bacterias o
parásitos intestinales, como para la mayoría de las enfermedades venéreas (incluyendo a
la gonorrea [45]) aunque no enfermedades fatales como el SIDA [44]. Este último tipo de
infecciones ha recibido en los últimos años gran atención por razones obvias, y sigue siendo
objeto de estudio minucioso [44]; el dengue es una enfermedad con un modelo de tipo SIS
[46] y por último el modelo de tipo SIRS que modela la influenza [47](ver figura2.2). En
todos estos casos β y γ son las tasas de transición.

S I

S I R

S I R

S I S

β

β

β

β

γ

γ

γ

α

Figura 2.2: Modelos tipo SI, SIR, SIS y SIRS de compartimentos.

El modelo de Kermack y McKendrick estudiado en el capítulo anterior es ejemplo de un
modelo simple en el cual la población se subdivide en distintos compartimentos y el flujo
de individuos entre estos compartimentos es descrito [38], [39]. En este libro estudiaremos
algunos otros modelos de compartimentos, confinándonos principalmente al estudio cuali-
tativo de los mismos. El conocimiento que se obtiene de estos modelos simples es útil en la
descripción de propiedades generales de las enfermedades analizadas y en el estudio de los
efectos posibles de programas para su control y manejo. Es posible también formular mo-
delos complejos con suposiciones más detalladas que incorporen estructuras adecuadas para
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una enfermedad o una situación particular [44]. Por ejemplo, cada compartimento puede ser
subdividido para describir situaciones en las cuales diferentes subclases del mismo compar-
timento poseen diferentes tasas de transmisión que pueden depender, a su vez, de diferentes
patrones de comportamiento, como en el caso de las enfermedades venéreas (trasmitidas
sexualmente), o de la estructura de edades, o de variaciones debidas a cambios climatólo-
gicos y estacionales, o de diferentes escalas temporales y espaciales en las que se desarrolla
la enfermedad, etc. Modelos más complejos incorporan un número mayor de parámetros, y
requieren por lo tanto, más información y más datos para su validación y evaluación. Es
por esto que en muchas ocasiones estos modelos pueden dar predicciones cuantitativas más
específicas [44]. Otras aplicaciones de modelos de compartimentos se encuentran en [48],
[49], [50], [51], [52].

El modelo de Kermack y MacKendrick es clasificado como un modelo de tipo SIR [38],
[39], debido a que las transiciones por las cuales un individuo de la población pasa de
susceptible a infeccioso, y de este a removido, debido ya sea a su recuperación o curación
(adquiriendo, asimismo, inmunidad completa, como en el caso del sarampión) o debido a su
muerte (como en el caso de la rabia y muchas otras zoonosis) [8]. El modelo simple de tipo
SIS se debe también a Kermack y MacKendrick y consiste de un sistema bidimensional de
ecuaciones diferenciales ordinarias, explícitamente

dS(t)
dt

=−βSI+ 1
βτ
I

dI(t)
dt

= βSI− 1
βτ
I.

Este modelo difiere del modelo SIR solamente en que los miembros infecciosos regresan
a la clase S con una tasa 1

τ I en lugar de pasar a la clase R. Una vez más, el tamaño de
la población total es constante e igual a N . Como lo hicimos en el modelo SIR analizado
en la sección anterior, podemos normalizar las variables dependientes al dividirlas por N
obteniendo, S+I = 1. Sin embargo, esta vez no efectuaremos esta normalización, en su lugar
usaremos la relación I =N −S para reducir el modelo a la ecuación simple

dS(t)
dt

= (N −S)
(
−βS+ 1

τ

)
.

Esta ecuación posee dos puntos de equilibrio: S = N y S = 1
βτ . Si

1
βτ < N , o βτ > 1,

estos dos puntos de equilibrio se encuentran en el intervalo 0 < S < N , pero si 1
βτ > N , o

βτN < 1, solamente el punto de equilibrio S = N tiene significado biológico. La cantidad
umbral βτN otra vez distingue entre dos comportamientos cualitativamente diferentes aun-
que las alternativas de comportamiento cualitativo son distintas de las del modelo SIR [8].

Si linealizamos el modelo anterior alrededor del punto de equilibrio S =N (o I = 0) con
la ayuda del cambio de variable u=N −S, obtenemos

du(t)
dt

=
(
βN − 1

τ

)
u.

Entonces, cualquiera de estos dos puntos de equilibrio es asintóticamente estable si βN− 1
τ <

0 o si βτN < 1, e inestable si βτN > 1. La correspondiente linealización alrededor del punto
de equilibrio S = 1

βτ , que posee sentido biológico solamente si βτN > 1, se logra al usar el
cambio de variable u= S− 1

βτ , obteniéndose

du(t)
dt

=
(

1
τ
−βN

)
u.
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Por lo tanto, este punto de equilibrio es asintóticamente estable si 1
τ −βN < 0 o si βτN > 1.

El resultado del análisis indica que existe siempre un punto de equilibrio asintóticamente
estable único al cual eventualmente todas las soluciones convergen. Si βτN < 1, este equi-
librio es el punto de coordenadas S = N , I = 0, correspondiente a la desaparición de la
enfermedad. Si βτN > 1, el punto de equilibrio es asintóticamente estable con coordenadas
S= 1

βτ , I =N− 1
βτ > 0, y es llamado punto de equilibrio endémico, puesto que la enfermedad

persiste para toda t.
El sarampión es una enfermedad en la cual se han observado puntos de equilibrio endé-

micos en muchos casos, generalmente con oscilaciones alrededor de dicho equilibrio. En un
intento para formular un modelo SIR que pudiera dar cuenta de este tipo de comporta-
miento oscilatorio, Soper (1929) elaboró un modelo que suponía una tasa de nacimientos
constante igual a µN en la clase susceptible y una tasa de mortalidad constante igual µN
en la clase R de individuos inmunes o removidos (es decir, individuos sin la posibilidad de
recaer enfermos nuevamente) [53]. El modelo de Soper está dado por el siguiente sistema

dS(t)
dt

=−βSI+µN,

dI(t)
dt

= βSI− 1
τ
I,

dR(t)
dt

= 1
τ
I−µN.

El modelo, sin embargo, es insatisfactorio biológicamente debido a que la relación supuesta
entre los nacimientos de individuos susceptibles y la mortalidad de los removidos no concuer-
da con la evidencia médica. Además es un modelo mal formulado matemáticamente ya que
si R(0) e I(0) son suficientemente pequeños, entonces R(t) puede tomar valores negativos.
Para que un modelo poblacional, como todos los descritos hasta ahora pueda tener relevan-
cia biológica, es esencial primeramente que el problema esté apropiadamente formulado y
no contradiga la naturaleza del fenómeno que se modela. En el caso presente, un requisito
mínimo es el de pedir que el número de individuos en cada compartimento no sea negativo.
Un análisis completo de cualquier modelo poblacional debe incluir la verificación de esta
propiedad.

Las dificultades en el modelo de Soper fueron resueltas al suponer que la tasa de mor-
talidad en cada clase es proporcional al número de miembros en dicha clase, conservándose
constante de esta forma el tamaño total de la población [54]. Explícitamente se tiene que

dS(t)
dt

=−βSI+ 1
L

(N −S),

dI(t)
dt

= βSI− 1
τ
I− 1

L
I,

dR(t)
dt

= 1
τ
I− 1

L
R.

donde L denota la esperanza de vida de un individuo. Debido a que S+I+R=N , podemos
eliminar R y reducir el sistema anterior al sistema bidimensional siguiente

dS(t)
dt

=−βSI+ 1
L

(N −S),

dI(t)
dt

= βSI− 1
τ
I− 1

L
I,

donde los puntos de equilibrio deben satisfacer βSI = 1
L (N −S) y I(βS− 1

τ −
1
L ) = 0. De

aquí vemos que siempre hay un equilibrio si S = N , I = 0 (eliminación de la enfermedad),
o si τ+L

β+L con I > 0. En este último caso existe también un punto de equilibrio endémico.
Usando la técnica de linealización, no es dificil demostrar que si βτN L

L+τ < 1, el punto de
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equilibrio S = N , I = 0 es asintóticamente estable, mientras que si βτN L
L+τ > 1, el punto

de equilibrio S =N , I = 0 es inestable y el punto de equilibrio endémico es asintóticamente
estable. Por lo tanto, el modelo permite la existencia de puntos de equilibrio endémicos, con
el número reproductivo neto dado por:

R0 = βτN
L

L+ τ

El modelo SIR con nacimientos y muertes y el modelo SIS dan lugar a la existencia
de puntos de equilibrio endémicos. Podemos deducir a partir de lo anterior que los requi-
sitos para la existencia de un equilibrio endémico es que haya un flujo continuo de nuevos
susceptibles dentro del sistema, ya sea a través de nacimientos o a través de la curación de
individuos que no adquieren inmunidad permanente.

El modelo SIR con nacimientos y muertes, describe parcialmente la dinámica real del
sarampión pero no explica el surgimiento de oscilaciones sostenidas alrededor del punto
de equilibrio endémico. Para explicar las oscilaciones observadas alrededor de dicho punto
podemos suponer, por ejemplo, variaciones estacionales en la tasa de contacto β, suposición
no irracional para una enfermedad infantil más comúnmente trasmitida a través de contactos
en la escuela especialmente en el invierno y en climas fríos.

El modelo SIR con nacimientos y muertes es bastante inapropiado sin embargo para
enfermedades tales como la rabia en las cuales la recuperación es rara [44]. Para una enfer-
medad como ésta, la clase R consiste de miembros removidos por decesos, y el tamaño de la
población total es S+I. De aquí, el número de nacimientos debe ser proporcional a (S+I),
o posiblemente proporcional a S para reflejar el hecho de que tal enfermedad, debilita tanto
a los miembros infectados que les impide reproducirse. No es posible suponer estas condicio-
nes y conservar al mismo tiempo el tamaño total de la población constante en ausencia de
la enfermedad. Un modelo plausible para una epidemia de este tipo necesariamente implica
una tasa de incremento no lineal, e implica también que el tamaño total de la población
debe variar en el tiempo independientemente de que la enfermedad esté o no esté presente
en la población. Regresaremos a este tema en una sección posterior donde describiremos un
modelo plausible que en particular sería consistente con las observaciones sobre la epidemia
europea de hidrofobia en los zorros [44].





Capítulo 3
Período de exposición no infeccioso

Enfermedades con período de exposición no infeccioso

Las ecuaciones diferenciales con retardo son ampliamente utilizadas para modelar diversos
procesos de la mecánica, teoría de control, física, biología, economía y epidemiología. Estas
ecuaciones han originado mucho interés en los investigadores y por lo tanto se ha logrado una
gran cantidad de valiosos resultados (véase, por ejemplo: [55], [56], [57], [58]). Sin embargo,
el estudio en las ecuaciones diferenciales con retardo es más difícil que el de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, ya que las soluciones no sólo dependen de los estados actuales, sino
también de los estados pasados [56], [59].

En muchas enfermedades los individuos afectados no pasan directamente de la clase
susceptible a la infecciosa. Puede existir una etapa latente o de exposición a la enfermedad
y por ello el período de incubación se define como el intervalo de tiempo entre el momento
de adquisición de la enfermedad y el momento en que aparecen los primeros síntomas. Por
ejemplo, el sarampión tiene un período de incubación de 11 a 14 días antes de que los
síntomas de la enfermedad aparezcan, pero el período latente es de solamente 2-4 días.
Para la rabia en los zorros, el período latente es de 28-30 días. Para algunas enfermedades
el período latente es tan corto que el ignorarlo no afecta los resultados significativamente,
como es el caso de la influenza cuyo período latente es de 1-3 días.

A continuación, E(t) designará el número de individuos que al tiempo t han sido expuestos
pero que todavía no son capaces de transmitir la enfermedad, es decir, no son infecciosos.
Supondremos que la tasa de transición del compartimiento de individuos en estado latente
al compartimiento de individuos infecciosos es 1

ω ; es decir, una fracción 1
ω de miembros

expuestos pasan a la clase de infectados por unidad de tiempo, lo cual corresponde a un
período de exposición de duración promedio ω.

El análogo del modelo de Kermack-MacKendrick SIR para este caso está dado por el
modelo compartamental del tipo SEIR siguiente

dS

dt
=−βSI,

dE

dt
= βSI− 1

ω
E,

dI

dt
= 1
ω
E− 1

τ
I,

dR

dt
= 1
τ
I.

como S+E+ I+R es constante e igual a N, podemos reducir el sistema en una dimensión
para obtener

17
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dS

dt
=−βSI,

dE

dt
= βSI− 1

ω
E,

dI

dt
= 1
ω
E− 1

τ
I,

mediante la eliminación de R. El modelo SEIR con natalidad y mortalidad, análogo al
modelo del SIR con natalidad y mortalidad, después de eliminar R, tiene la forma

dS

dt
=−βSI− 1

L
(N −S),

dE

dt
= βSI− 1

ω
E− 1

L
E,

dI

dt
= βSI+ 1

ω
E− 1

τ
I.

Análogamente el modelo SEIS correspondiente al modelo SIS es

dS

dt
=−βSI− 1

τ
I,

dE

dt
= βSI− 1

ω
E,

dI

dt
= 1
ω
E− 1

τ
I,

y la sustitución E =N −S− I lo transforma en

dS

dt
=−βSI− 1

τ
I,

dI

dt
= 1
ω

(N −S− I)− 1
τ
I.

El análisis de estos modelos proporciona resultados cualitativos similares a los resultados
correspondientes para modelos sin período latente. El análisis es técnicamente más compli-
cado debido a que la dimensión ha sido elevada en 1. La cantidad umbral es todavía βτN
en los modelos del tipo SEIR y SEIS, pero en los modelos del tipo SEIR con natalidad
y mortalidad el número reproductivo básico cambia a

R0 = βτN
L

L+ω

L

L+ τ
.

Otro tipo de modelo posible, el cual no examinaremos en detalle aquí, podría incluir
inmunidad temporal. La inmunidad temporal puede ser adquirida, por ejemplo, a través
de enfermedades que requieren una exposición reincidente a la infección para establecerse
en un hospedero. Modelos de tipo SEIRS o SIRS han sido estudiados anteriormente y se
ha demostrado que pueden dar lugar a soluciones periódicas en algunos casos. La posibili-
dad de obtener soluciones periódicas no existe en modelos sin inmunidad o con inmunidad
permanente en los que la tasa de contacto β es constante.

Tasas de transición y tiempos de espera

En los modelos propuestos hasta ahora hemos supuesto tasas de transición entre clases,
proporcionales al tamaño de la clase; por ejemplo, el caso de la tasa de recuperación 1

τ I.
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Esta suposición como se verá en esta sección, no implica dependencia de la recuperación de
los individuos en el tamaño de la clase infectada. Empecemos por presentar una formulación
matemática más relativa del fenómeno, reemplazando la ecuación diferencial

I ′ = βSI− 1
τ
I,

con la ecuación integral

I(t) =
∫ t

0
βS(x)I(x)e−

1
τ (t−x)dx.

Esta ecuación es equivalente a la ecuación diferencial que se obtiene cuando t es lo su-
ficientemente grande para que los individuos inicialmente infectados al tiempo t = 0 ya se
hayan recuperado [59]. Esto se verifica si se toma la derivada bajo el signo de la integral

I ′(t) = βS(t)I(t) +
∫ t

0
βS(x)I(x) d

dt
e−

1
τ (t−x)dx

I ′(t) = βS(t)I(t)− 1
τ

∫ t

0
βS(x)I(x)e−

1
τ (t−x)dx

I ′(t) = βS(t)I(t)− 1
τ
I(t).

La ecuación integral que nos ocupa tiene una clara interpretación biológica [60]. El termino
e−

1
τ s proporciona la probabilidad de que un individuo permanezca enfermo s unidades

de tiempo después de haber sido infectado;
∫ t
0 βS(x)I(x)e− 1

τ (t−x)dx representa el número
total de individuos infectados existentes hasta el tiempo t, con duración media del período
infeccioso dada por ∫ ∞

0
e−

1
τ sds= τ.

Nótese que una interpretación similar puede dársela a la constante de proporcionalidad
1
L que aparece en el modelo con natalidad y mortalidad del tipo SIR discutido en secciones
anteriores. La reinterpretación que acabamos de darle a τ indica que e− 1

L s es la probabilidad
de sobrevivencia hasta la edad s y por lo tanto, la esperanza de vida promedio es L [59].

Usando la misma técnica damos ahora una nueva interpretación a la tasa de infección en
el modelo SIR con natalidad y mortalidad. Suponemos que la población bajo consideración
ha alcanzado un punto de equilibrio endémico (S∞, I∞) y suponemos que la tasa asociada
con los casos nuevos de infección en equilibrio, es decir, la tasa de incidencia en equilibrio,
está dada por βS∞I∞. Por consiguiente, βI∞ es la tasa de infección (en equilibrio) de la
población susceptible. Si suponemos ahora una distribución exponencial de la duración de la
enfermedad por individuo, se deduce que el tiempo promedio de residencia de un individuo en
la clase susceptible antes de ser infectado está dado por 1

βI∞
y, por lo mismo, la edad media

de un individuo al contraer la infeccón es A= 1
βI∞

. Hemos visto que el equilibrio endémico
(S∞, I∞) para este modelo es la solución con I∞ > 0 del par de ecuaciones algebráicas

βS∞I∞ = 1
L

(N −S∞), I∞(βS− 1
τ
− 1
L

) = 0.

De estas ecuaciones obtenemos

S∞ = τ +L

βτL
, I∞ = 1

βLS∞
(N −S∞),

y el número reproductivo
R0 = βτN

L

τ +L
= N

S∞
.
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Por consiguiente,

L

A
= βLI∞ = 1

S∞
(N −S∞) = N

S∞
−1 =R0−1,

de donde
R0 = 1 + L

A
.

Como L y A pueden estimarse con relativa facilidad, esta última relación es útil en la esti-
mación del número reproductivo de la enfermedad bajo consideración. Los valores dados en
el primer capítulo para los números de contacto en varias epidemias de sarampión fueron
derivados usando esta relación. Nótese que uno de los efectos de los programas de inmu-
nización es el reducir el número de personas enfermas o infectadas en equilibrio endémico.
Esto implica necesariamente, como puede verse en la definición de A, que la edad promedio
de infección será mayor. Esta propiedad, como se indicó anteriormente, puede tener serias
consecuencias en la incidencia de enfermedades infantiles (comunicables), para las cuales el
peligro de complicaciones médicas se incrementa considerablemente con la edad (la rubeola,
el sarampión, etc.). Paralelamente, los programas de inmunización tienden también a redu-
cir el número total de casos en individuos de mayor edad, si bien la proporción relativa de
estos casos pueda aumentar. la proporción relativa de estos casos pueda aumentar.

Matriz de la siguiente generación

Es posible calcular el número reproductivo siguiendo los casos secundarios causados por
un solo infectado introducido a una población. Sin embargo, si tenemos subpoblaciones
representando diferentes tipos de individuos susceptibles a la infección, es necesario seguir
los casos secundarios de infección en cada una de las subpoblaciones de forma separada.

La matriz de segunda generación, también conocida como operador de segunda genera-
ción (debido a que calcula las infecciones secundarias, dadas subpoblaciones separadas) nos
otorga una aproximación más general al significado de número reproductivo básico. La idea
es que debemos calcular la matriz cuyas entradas (i, j) sean el número de nuevas infeccio-
nes secundarias causadas en el compartimento i causadas por un individuo infectado en el
compartimento j.

En un modelo de transmisión de enfermedad se ordenan los individuos en compartimientos
basados en una única variable discreta, la cual representa los diferentes estados posibles. Un
compartimiento es llamado un “compartimiento infeccioso”, si los individuos en él están
infectados. Es importante notar que el término “infección” es más general que su definición
clínica, pues incluye estados de infección tales como: estados de exposición en los cuales los
individuos infectados no son necesariamente infecciosos.

Supongamos que tenemos n compartimientos infecciosos y m compartimientos no in-
fecciosos, sean x ∈ Rn, y ∈ Rm subpoblaciones en cada uno de esos compartimientos, más
aún, denotemos por Fi la tasa a la cual las infecciones secundarias se incrementan en el
i-ésimo compartimiento infeccioso, y Vi la tasa a la cual la progresion de la enfermedad,
la muerte y la recuperación decrecen en el i-ésimo compartimiento. Entonces, el modelo de
compartimientos puede ser escrito de la forma

x′i = Fi(x,y)−Vi(x,y), i= {1, · · · ,n}, (3.1)
y′j = gj(x,y), j = {1, · · · ,m}.

Es importante notar que la descomposición de la dinámica en Fi y Vi, así como la asignación
de compartiminentos infecciosos o no infecciosos, podría no ser única; diferentes descompo-
siciones dependen de las diferentes interpretaciones del modelo.
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La derivación del número reproductivo básico está basada en la linealización del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias alrededor del equilibrio libre de enfermedad. Para un
modelo epidémico con una linea de equilibrios, está acostumbrado usar el equilibrio con
todos los miembros de la población como susceptibles. Es decir, suponemos:
i) Fi(0,y) = 0 y Vi(0,y) = 0 para todo y ≥ 0 y i= {1, · · · ,n}.
ii) El sistema libre de enfermedad y′= g(0,y) tiene un único equilibrio que es asintoticamente

estable, esto es, todas las coluciones con condiciones iniciales de la forma (0,y) aproximan
al punto (0,y0) conforme t→∞. Este punto es llamado “equilibrio libre de infección”.
La primera suposición nos dice que todas las nuevas infecciones son infecciones secunda-

rias que surgen de hospederos infectados. Esto asegura que el conjunto de quilibrios libre de
enfermedad, cuyos puntos son de la forma (0,y), es invariante. Es decir, cualquier solución
sin individuos infectados en algún punto en el tiempo, se va a mantener libre de enfermedad
todo el tiempo.

La segunda suposición asegura que el equilibrio libre de infección es también un equilibrio
del sistema completo. Notése que, a diferencia de los modelos epidemiológicos, donde la
especificación de un equilibrio libre de enfermedad en el que todos los miembros de la
poblacion son susceptibles, es suficiente para validar el resultado; la unicidad del equilibrio
libre de enfermedad es requerida para modelos que incluyen demografía.

Notemos que:
i) Fi(x,y)≥ 0 para todo x e y no negativos, donde i= {1, · · · ,n}.
ii) Vi(x,y)≤ 0 siempre que xi = 0 y i= {1, · · · ,n}
iii)
∑n
i=1Vi(x,y)≥ 0 para todo x e y no negativos.

Lo anterior se debe a que, F representa las nuevas infecciones y no puede ser negativa; por
otro lado, cada componente Vi representa el flujo neto de salida del compartimiento i y debe
ser negativo siempre que el compartimiento esté vacío; finalmente, la suma

∑n
i=1Vi(x,y) re-

presenta el flujo total de salida desde todos los compartimientos infecciosos. Los términos en
el modelo que tienden a incrementar en

∑n
i=1Vi(x,y), se asume que representan infecciones

secundarias y por lo tanto correspondonden a F .
Supongamos que un individuo infectado es introducido a una población originalmente

libre de enfermedad. La habilidad inicial de la enfermedad para propagarse a través de
la población puede ser determinada por examinación en la linealización de (3.1) alrededor
del equilibrio libre de enfermedad (0,y0). Tenemos entonces que Fi(0,y) = 0 y Vi(0,y) = 0
implican

∂Fi
∂yj

(0,y0) = ∂Fi
∂yj

(0,y0), para todo par (i, j).

Lo que implica que las ecuaciones linealizadas para los compartimientos infecciosos x están
desacopladas, y pueden ser escritas de la forma

x′ = (F −V )x, (3.2)

donde F y v son matrices con entradas

F = ∂Fi
∂xj

(0,y0) y V = ∂Vi
∂xj

(0,y0).

Debido a la suposición que el sistema libre de enfermedad y′ = g(0,y) tiene un único equi-
librio que es asintoticamente estable, entonces la estabilidad lineal del sistema (3.1) está
completamente determinada por la estabilidad lineal de la matriz (F − V ) en el sistema
(3.2).

El número de infecciones secundarias producidas por un único individuo puede ser ex-
presado como el producto del tiempo esperado del periodo de infección y la tasa a la cual
ocurren infecciones secundarias. Para el modelo general con n compartimientos infeccio-
sos, estas infecciones secundarias por individuo son calculadas para un índice hipotético.
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El tiempo esperado que este caso dura en cada compartimiento está dado por la integral∫∞
0 φ(t,x0)dt, donde φ(t,x0) es la solución a (3.2) con F = 0 (esto es, cuando no hay infec-
ciones secundarias) y condiciones iniciales x0 no negativas que representan un caso índice
infectado:

x′ =−V x, x(0) = x0. (3.3)

De hecho, esta solución muestra la ruta del caso índice a través de los compartimientos
infecciosos, desde la exposición inicial hasta la muerte o la recuperación. Donde el i-ésimo
componente de φ(t,x0) es intepretado como la probabilidad de que el caso índice (introducido
en el tiempo t= 0) se encuentre en el estado infeccioso i al tiempo t. La solucion de (3.3) es
φ(t,x0) = e−V tx0, donde la exponencial de una matriz A está definida por la serie de Taylor

eA = I+A+ A2

2 + A3

3! + · · ·+ Ak

k! + · · · .

Esta serie converge para toda t (refs), por lo que
∫∞
0 φ(t,x0)dt= V −1x0 y la (i, j) entrada de

la matriz V −1 se puede interpretar como, el tiempo esperado que un individuo inicialmente
introducido en el compartimiento infeccioso j pasa en el compartimiento infeccioso i.

La (i, j) entrada de la matriz F es la tasa a la cual infecciones secundarias son producidas
por el compartimiento i por el caso índice en el compartimiento j. Por lo tanto, el número
esperado de infeccione secundarias producido por un caso índice está dado por∫ ∞

0
Fe−V tx0dt= FV −1x0.

Siguiendo lo hecho por Driessche y Watmough [61], la matriz K = FV −1 es llamada la
“matriz de siguiente generación” para el sistema en el equilibrio libre de enfermedad. La i, j
entrada de la matriz K es el número esperado de infecciones secundarias en el comparti-
miento i producido por un individuos inicialmente en el compartimiento j, asumiendo que
el ambiente experimentado por el individuo permanece homogeneo durante la duración de
su infección.

La matrizK =FV −1 es llamada la “matriz de siguiente generación, es no negativa y por lo
tanto tiene un eigenvalor no negativo R0 = ρ(FV −1), tal que no existen otros eigenvalores
de K con modulo mayor que R0 y tal que existe un eigenvector ω asociado con R0 no
negativo [62]. El eigenvector es en cierto sentidlo la distribución de individuos infectados
que produce el mayor número R0 de infecciones secundarias por generación.

Entonces el valor propio R0 con su vector propio asociado ω definen adecuadamente un
“típico” infeccioso; y el número reproductivo básico puede ser definido rigurosamente como
el valor propio de la matriz KL con máximo módulo, ρ(KL).

Ejemplo 1: Consideremos el modelo SEIR con infección en el estado de exposición.

S′ =−βS(I+εE),
E′ = βS(I+εE)−κE,
I ′ = κE−αI,
R′ = αI.

El equilibrio libre de enfermedad es encontrado cuando I = 0, al sustituir en el sistema
tenemos que E = I = 0, dado que N = S+E+ I +R, esto implica que N = S∗+R∗. Los
estados infecciosos son E e I, por lo que tenemos

F =
(
εEβN + IβN

0

)
,

luego, la forma de movernos de esos compartimiento es
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V =
(

κE
−κE+αI

)
,

por lo que tenemos

F =

 εβN βN

0 0

 , V =

−κ 0

κ −α

 .
Por lo que ahora podemos calcular

K = FV −1 =

 εβN
κ + βN

α
βN
α

0 0

 .
Debido a que FV −1 tiene rango 1, entonces tiene sólo un valor propio distinto de cero, y
por lo tanto el n]úmero reproductivo básico es

R0 = εβN

κ
+ βN

α
.

Ejemplo 2: El siguiente modelo SEIDR propuesto por Espinoza et al. [63] para la
transmisión de Ebola, incorpora infección por cuerpos infectados D.

S′ =−βS I

N
−λβSD

N
,

E′ =−βS I

N
−λβSD

N
−κE,

I ′ = κE−γI,
D′ = fdγI−νD,
R′ = (1−fd)γI+νD.

El equilibrio libre de enfermedad es encontrado cuando I = 0, al sustituir en el sistema
tenemos que E = I = D = 0, dado que N = S+E+ I +D+R, esto implica que N = S∗.
Nuestros estados infecciosos son E, I y D; y la forma de movernos de esos estados son

F =

βS I
N +λβSDN

0
0

 , V =

 κE
−κE+γI
−fdγI+νD

 ,
y además podemos movernos de esos estados de las siguientes formas

F =

0 β λβ
0 0 0
0 0 0

 , V =

 κ 0 0
−κ γ 0
0 −fdγ ν

 ,
Por lo tanto el número reproductivo básico es

R0 = β(−γfdλ+ν)
γν

= β

γ
− λfdβ

ν
.

Ejemplo 3: El siguiente modelo SIR incluye los efectos de vacunación en la población
de susceptibles e infectados. En este modelo SU ,SV , IU , IV denotan el número de suscepti-
bles no vacunados, susceptibles vacunados, infectados no vacunados e infectados vacunados,
respectivamente.



24 3 Período de exposición no infeccioso

S′U =−βSU (IU + δIV ),
S′V =−σβSV (IU + δIV ),
I ′U = βSU (IU + δIV )−αUIU ,
I ′V = σβSV (IU + δIV )−αV IV .

Tenemos entonces que

F =
(
βNU (IU + δIV )
σNV (IU + δIV )

)
, V =

(
αUIU
αV IV

)
,

por lo que

F =
(
βNU δβNU
σβNV σδβNV

)
, V =

(
αU 0
0 αV

)
,

y finalmente el número reproductivo básico es

R0 = βNU
αU

+ σδNV
αV

.



Capítulo 4
Tiempos de espera

Tiempos de espera sin distribución exponencial

En lugar de suponer tasas de remoción constantes, es decir tiempos de espera distribuidos
exponencialmente, se puede suponer que hay una probabilidad P (s) de permanecer infeccioso
un tiempo s después de haber sido infectado. P (s) es una función que decrece y para la cual
P (0) = 1 [8]. Llamaremos

τ =
∫ ∞

0
P (s)ds,

a la duración promedio del período infeccioso. Un caso especial e importante nos proporciona
la función

P (s) =
{

1 si x≤ s≤ τ
0 si s > τ,

correspondiente a un período infeccioso de longitud fija. En este caso, la ecuación integral
para I(t)

I(t) =
∫ t

0
βS(x)I(x)P (t−x)dx

es de la forma
I(t) =

∫ t−τ

0
βS(x)I(x)dx,

la cual es equivalente a la ecuación con argumento retardado

I ′(t) = βS(t)I(t)−βS(t− τ)I(t− τ).

Las selecciones
P (s) = e−

1
τ s, P (s) =

{
1 si x≤ s≤ τ
0 si s > τ

representan extremos en la definición de las probabilidades de infección.

Existe fundamento para conjeturar que modelos con diferentes selecciones de la función
de distribución P (s) con el mismo período infeccioso medio tienen el mismo comportamien-
to cualitativo [8]. Verificación de esta aserción es de cierto interés matemático a pesar de
que solamente tiene relevancia epidemiológica si resulta falso. Por ejemplo, en el modelo
de la transmisión del SIDA se verá que matemáticamente las dos selecciones dan el mismo
resultado cualitativo. Obviamente, la segunda selección es la apropiada (con alrededor de
10 años), pero esta selección no afectará la forma cualitativa de la dinámica [59]. En otros
modelos existen diferencias cualitativas en la dinámica de la enfermedad para diferentes
selecciones de P (s). Es también posible introducir un período de exposición o latente de
duración fija, o más generalmente una probabilidad Q(s) de que un individuo permanezca

25
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en la clase latente un tiempo s depués de haber sido expuesto a la enfermedad. En todo caso,
el análisis de modelos de enfermedades con períodos latente e infección de duración fija se
reduce al análisis de sistemas de ecuaciones diferenciales con dos argumentos retardados. El
estudio de la estabilidad de los modelos matemáticos con dos retardos en una vecindad de
puntos de equilibrio, se reduce al análisis de las raíces de ecuaciones (características) tras-
cendentales. De particular importancia a este respecto es el conocer el signo de la parte real
de dichas raíces, ya que, la estabilidad local asintótica está garantizada si todas las raíces de
la ecuación característica tienen parte real negativa. Describiremos a continuación ejemplos
típicos de este análisis, a saber modelos SEIR, SEIR, y SEIS, además enunciaremos sin
demostración resultados pertinentes sobre sus ecuaciones características trascendentales. En
cada caso, el modelo correspondiente sin período latente, es un caso especial del modelo con
período de exposición igual a cero.

Ejemplo 1: El modelo SEIR sin natalidad o mortalidad [8].
El modelo SEIR con un período de exposición de duración fija y un período de infección

de duración está dado por el sistema de ecuaciones

S′(t) =−βS(t)I(t),
E′(t) = βS(t)I(t)−βS(t−ω)I(t−ω),
I ′(t) = βS(t−ω)I(t−ω)−S(t−ω)I(t−ω),
R′(t) = βS(t− τ −ω)I(t− τ −ω).

o mediante integrales

E(t) =
∫ t

t−ω
βS(x)I(x)dx,

I(t) =
∫ t−τ−ω

0
βS(x)I(x)dx,

como E y R están bien definidos cuando S e I son conocidas concluímos que el sistema
puede reducirse al par de ecuaciones

S′(t) =−βS(t)I(t),

I(t) =
∫ t−ω

t−τ−ω
βS(x)I(x)dx,

y luego a la sola ecuación

I(t) =
∫ t−ω

t−τ−ω
S′(x)dx= S(t− τ −ω)−S(t−ω),

al sustituir esta expresión en S′(t) =−βS(t)I(t) se obtiene finalmente

S′(t) =−βS(t)[S(t− τ −ω)−S(t−ω)].

Esta simple ecuación diferencial con dos retardos, constituye un problema bien formulado
si proporcionamos condiciones iniciales en el intervalo −(τ +ω) ≤ t ≤ 0, pues de lo contra-
rio toda constante es una solución. Es posible probar que S(t) es no creciente y tiende a
un límite S∞ > 0 cuando t→∞; el valor límite dependerá de las condiciones iniciales. El
análisis de este modelo es considerablemente más difícil que el análisis del modelo original
de Kermack-MacKendrick SIR, pero los resultados son cualitativamente los mismos.

Ejemplo 2: El modelo SEIR con natalidad y mortalidad [8].
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El modelo SEIR con natalidad y mortalidad y períodos de exposición e infección de
duración fija es

S′(t) =−βS(t)I(t) + 1
L

[N −s(T )]

E′(t) = βS(t)I(t)−βS(t−ω)I(t−ω)e
1
Lω− 1

L
E(t)

I ′(t) = βS(t−ω)I(t−ω)e
1
Lω−βS(t− τ −ω)I(t− τ −ω)e

1
L (τ+ω)− 1

L
I(t).

(4.1)

Los factores e 1
Lω y e 1

L (τ+ω) representan probabilidades de mortalidad natural durante los
períodos de exposición e infección respectivamente. Nótese que estos factores reducen el
tamanño de la clase antes de que se efectúen las transiciones. Las ecuaciones para E e I
pueden también formularse en la forma integral, es decir

E(t) =
∫ t

t−τ−ω
βS(x)I(x)e

1
L (t−x)dx,

I(t) =
∫ t−ω

t−τ−ω
βS(x)I(x)e

1
L (t−x)dx.

Una vez más, puede considerarse como un sistema para S e I debido a que E y R están
totalmente determinados cuando S e I son conocidas. Los puntos de equilibrio (S∞, I∞)
están dados por las relaciones

−βS∞I∞+ 1
L

(N −S∞) = 0,

βS∞I∞(1−e−
1
L τ )e−

1
Lω)− 1

L
I∞ = 0,

y estas implican ya sea que I∞ = 0, S∞ =N (desaparición de la enfermedad), o que

S∞ =
(
βe−

1
Lω

[
1−e− 1

L τ

1
L

])
−1,

(equilibrio endémico). El equilibrio endémico puede ocurrir solamente si S∞ < N , o en
términos del número reproductivo, si

R0 = βNe−
1
Lω

(
1−e− 1

L τ

1
L

)
> 1,

y en este caso S∞ =N . La linealización alrededor de un punto de equilibrio (S∞, I∞) está
dada por el sistema

u′(t) =
(
− 1
L
−βI∞

)
u(t)−βS∞v(t),

v′(t) = βI∞e
− 1
Lωu(t−ω)−βI∞e−

1
L (t−τ−ω)− 1

L
v(t)

+βS∞e
− 1
Lωv(t−ω)−βS∞e−

1
L (τ+ω)v(t− τ −ω),

con ecuación característica dada por
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− 1
L −λ−βI∞ −βI∞

βI∞e
−(λ+ 1

L )ω
[
1−e−(λ+ 1

L )τ
]
− 1
L −λ+βS∞e

−(λ+ 1
L )ω

[
1−e−(λ+ 1

L )τ
]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 0,

esta ecuación se reduce a la expresión

λ+ 1
L

+βI∞ = βS∞e
−(λ+ 1

L )ω
[
1−e−(λ+ 1

L )τ
]
.

Para describir la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo, debemos hacer uso
del resultado auxiliar siguiente que enunciamos sin demostración.

Lema 1. Todas las raíces de la ecuación

λ+p+a= be−(λ+ 1
L )ω

[
1−e−(λ+ 1

L )τ
]
,

donde p > 0, a > 0, b > 0, ω > 0,τ > 0, tienen parte real negativa si

be−pω
(

1−e−pτ

p

)
< 1, a > 0

be−pω
(

1−e−pτ

p

)
≤ 1, a= 0.

De este lema se deduce que si a= 0, y si be−pω
(

1−e−pτ
p

)
> 1 entonces existe una raíz real

positiva. La aplicación del Lema (1) a la ecuación característica que se obtiene sustituyendo
el punto de equilibrio con coordenadas S∞ = N , I∞ = 0, y con valores p = 1

L , a = 0, y
b = N , nos dice que este punto es asintóticamente estable si R0 < 1, e inestable si R0 > 1.
Si se aplica el lema utilizando las coordenadas del punto de equilibrio endémico S∞ = N

R0
,

con parámetros p= 1
L , a= βI∞ > 0, y b= βS∞ = βN

R0
; se concluye que R0 > 1, obteniendo

estabilidad asintótica local debido a que

βN

R0
e−

1
Lω

(
1−e− 1

L τ

1
L

)
= 1.

En conclusión, tenemos el mismo tipo de fenómeno del umbral que se observó anteriormente
en modelos SEIR con tasas constantes de natalidad, mortalidad y de remoción entre com-
partimientos, pero con un número reproductivo básico R0 diferente.

Ejemplo 3: Modelo SEIS [8].
EL modelos SEIS con períodos latentes y de infección de duración fija, se reduce (siguien-

do un proceso similar al de los ejemplos anteriores) al sistema de ecuaciones diferenciales
con dos retardos

S′(t) =−βS(t)I(t) +βS(t− τ −ω)I(t− τ −ω),
I ′(t) = βS(t−ω)I(t−ω)−βS(t− τ −ω)I(t− τ −ω),

después de haber eliminado la variable E. Nótese que debemos especificar las condiciones
iniciales o equivalentemente, reformular el problema en forma integral para obtener una
solución única; de otra manera cualquier par de constantes es solución de este sistema. Al
integrar las ecuaciones anteriores de t− τ −ω a t obtenemos
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S(t) =N −
∫ t

t−τ−ω
βS(x)I(x)dx,

I(t) =
∫ t

t−τ−ω
βS(x)I(x)dx,

por lo que los puntos de equilibrio son ahora soluciones del sistema de ecuaciones algebráicas

S∞ =N − (τ +ω)βS∞I∞, I∞ = βτS∞,

en consecuencia los puntos de equilibrio (S∞, I∞) tienen como coordenadas I∞ = 0, S∞ =
1
βτ . El punto de equilibrio con S∞ = 1

βτ tiene significado biológico siempre que 1
βτ < N

o βτN > 1. Al utilizar la técnica de linealización alrededor del punto de equilibrio con
coordenadas (S∞, I∞) se obtiene el sistema lineal siguiente:

u(t) = βI∞

∫ t

t−τ−ω
u(x)dx−βS∞

∫ t

t−τ−ω
v(x)dx,

v(t) = βI∞

∫ t−τ

t−τ−ω
u(x)dx+βS∞

∫ t

t−τ−ω
v(x)dx.

La ecuación característica correspondiente se obtiene al buscar soluciones exponenciales
u(t) = Ueλt y v(t) = V eλt para el sistema anterior, es decir, al calcular el determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−βI∞ 1−e−λ(τ+ω)

λ −1 −βS∞ 1−e−λ(τ+ω)

λ

βI∞e
−λω 1−e−λτ

λ −βS∞e−λω 1−e−λτ
λ −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 0,

o equivalentemente a través de la ecuación trascendental

ae−λτ
(

1−e−λτ

λ

)
− b

(
1−e−λ(τ+ω)

λ

)
= 1,

donde a = βS∞ y b = βI∞. Para completar la discusión de este ejemplo necesitamos el si-
guiente resultado auxiliar.

Lema 2. Todas las raíces de la ecuación transcendental

ae−λτ
(

1−e−λτ

λ

)
− b

(
1−e−λ(τ+ω)

λ

)
= 1,

donde a > 0, b≥ 0, τ > 0, y ω ≥ 0, tienen parte negativa real si

a(a− b)τ2 < 1.

Este lema con a= βN y b= 0 demuestra que el punto de equilibrio con coordenadas S∞ =
N , I∞ = 0 es asintóticamente estable si βτN < 1; pero por lo contrario, si βτN > 1, el punto
de equilibrio con coordenadas (N,0) es inestable debido a que la ecuación característica tiene
una raíz real positiva. La existencia de un punto de equilibrio endémico único S∞ = 1

βτ ,

I∞ = τ
τ+ω

(
N − 1

βτ

)
está garantizada siempre que βτN > 1. Si ahora utilizamos el lema (2)

pero con a= 1
τ , y b= β τ

τ+ω tenemos que

a− b= 1
τ
− τ

τ +ω

(
N − 1

βτ

)
= 1
τ
− 1
τ +ω

(βτN −1)< 1,



30 4 Tiempos de espera

y que a(a− b)τ2 < 1. Por consiguiente, el punto de equilibrio endémico es asintóticamente
estable. El comportamiento de este modelo es el mismo que el del modelo correspondiente
con períodos latentes y de infección distribuidos exponencialmente, debido a que hemos
supuesto tasas de remoción constantes y la fórmula para el número reproductivo es idéntica;
es decir, R0 = βτN .

El análisis de modelos que incorpora distribuciones más generales para los períodos laten-
tes y de infección es mucho más complicado. Como ejemplo presentaremos el modelo SEIR
con tasas de natalidad y mortalidad iguales a cero, en el que la enfermedad en cada indivi-
duo tiene una probabilidad Q(s) de permanecer en estado latente (es decir, cada individuo
puede permanecer en el compartimiento E, y por lo tanto incapaz de transmitir la infección
s unidades de tiempo después de haber sido expuesto a la enfermedad), y en el que cada
individuo tiene una probabilidad P (s) de permanecer infectado (es decir, de permanecer en
el compartimiento I, s unidades de tiempo después de haber sido contagiado). El modelo es
el siguiente

S(t) =−βS(t)I(t),

E(t) =
∫ t

0
βS(x)I(x)Q(t−x)dx,

E′(t) = βS(t)I(t) +
∫ t

0
βS(x)I(x)Q′(t−x)dx,

I(t) =−
∫ t

0

[∫ u

0
βS(x)I(x)Q(u−x)dx

]
P (t−u)du

=
∫ t

0
K(t−x)βS(x)I(x)dx,

donde
K(w) =−

∫ w

0
P (w−v)Q′(v)dv.

Este modelo no ha sido analizado en general para todo tipo de distribuciones P y Q. Otro
ejemplo de un modelo que tampoco ha sido analizado en general y requiere todavía de un
análisis más completo es el que describe una enfermedad de tipo SIR, sin período latente
pero con un período de infección arbitrario,

S′(t) = βS(t)I(t),

I(t) =
∫ t

0
S(x)I(x)P (t−x)dx.

El modelo SEIS con períodos latentes y de infección arbitrarios es parecido al modelo
SEIR y por lo tanto no ha recibido atención. Sin embargo, un caso de especial interés que
puede ser analizado completamente es el del modelo SIS dado por el sistema

S(t) =−βS(t)I(t),

I(t) =
∫ t

0
βS(x)I(x)P (t−x)dx,

donde S(t) + I(t) = 1. Después de eliminar S reducimos el modelo a la ecuación integral

I(t) =
∫ t

0
βI(x)[N − I(x)]P (t−x)dx.

Los puntos de equilibrio son soluciones del la ecuación
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I∞ = βI∞(K− I∞)
∫ ∞

0
P (s)ds,

y por consiguiente, tenemos que I∞ = 0 (la enfermedad desaparece) o

1 = β(N − I∞)
∫ ∞

0
P (s)ds= β(K− I∞)τ.

En esta última expresión, si βτN > 1, tenemos un punto de equilibrio endémico con coor-
denadas I∞ =N − 1

βτ , S = 1
βτ . Al utilizar la técnica de linealización alrededor del punto de

equilibrio I∞ se obtiene la ecuación lineal

u(t) = β(N −2I∞)
∫ ∞

0
u(x)P (t−x)dx

= β(N −2I∞)
∫ ∞

0
u(t−s)P (s)ds

con ecuación característica

β(N −2I∞)
∫ ∞

0
u(t−s)P (s)ds= 1.

Es posible demostrar que todas las raíces de la ecuación

a

∫ ∞
0

e−λsP (s)ds= 1

tienen parte real negativa si y sólo si

a

∫ ∞
0

P (s)ds= aτ < 1.

Esto demuestra que el punto de equilibrio con I∞ = 0, y por lo tanto con a = βN , es
asintóticamente estable si y sólo si βτ < 1. Para el caso del punto de equilibrio endémico, se
tiene que

a= β(N −2I∞) = β( 2
βτ
−N),

y por consiguiente, este punto de equilibrio es asintóticamente estable si βτ( 2
βτ −N) < 1,

o si βτN > 1. Nótese otra vez que el comportamiento cualitativo del modelo, aún cuando
más general y complejo, es el mismo que el del modelo más simple analizado en páginas
anteriores.





Capítulo 5
Población total variable

Modelos para epidemias con población total variable

Cuando describimos modelos SIR con tasas de crecimiento igual a cero, mencionamos que
no son aplicables a enfermedades generalmente fatales, o enfermedades que tienen un tasa
de mortalidad tan alta que es imposible suponer que el tamaño de la población permanece
constante [59]. En este caso, la clase R consiste en aquellos individuos que han fallecido. En
tal caso, no es posible suponer que la tasa de natalidad de la población es proporcional a
la misma o ni siquiera proporcional a la población de los individuos susceptibles y simultá-
neamente mantener el tamanño de la población constante en la ausencia de la enfermedad.
Para modelar este tipo de enfermedades fatales, es necesario suponer entonces que la tasa
de natalidad está dada por una expresión no lineal y que el tamanño de la población varía
con el tiempo [55].

Empecemos por considerar una población cuyo crecimiento en ausencia de la enfermedad
es descrito por la ecuación diferencial logística. Alternativamente podemos suponer sin au-
mentar el grado de dificultad del análisis, que la tasa de cambio de la población al tiempo
t es una función exclusivamente de su tamaño en ese mismo instante. Supongamos luego,
que todos los individuos infectados que fallecen lo hacen a consecuencia de la enfermedad;
es decir, que la duración del período de infección es lo suficientemente pequeña como para
ignorar fallecimientos por causas ajenas a la infección durante este período. Como en sec-
ciones anteriores, P (s) denotará la probabilidad de que un individuo infectado permanezca
infectado si sobrevive, s unidades de tiempo después de haber adquirido la infección; y por lo
tanto,

∫∞
0 P (s)ds= τ nos da la duración promedio de la enfermedad. Supongamos también

que el único segmento de la población que se reproduce, y cuya tasa de mortalidad es inde-
pendiente de la enfermedad es el de los individuos susceptibles. Debido a que la dinámica
de crecimiento de este compartimiento la hemos supuesto regida por la ecuación logística,
bajo estas suposiciones llegamos al siguiente modelo

S′(t) = rS(t)
[
1− S(t)

N

]
−βS(t)I(t),

I(t) =
∫ ∞

0
βS(x)I(x)P (t−x)dx.

Nótese que podría añadirse una ecuación para R(t) que comprendería al número total de
personas fallecidas debido a la enfermedad al tiempo t, sin embargo este comportamiento
no afecta en absoluto la dinámica de la enfermedad en el resto de la población, por consi-
guiente, lo omitimos. Los puntos de equilibrio (S∞, I∞) del sistema anterior son soluciones
del siguiente sistema de ecuaciones algebráicas

33
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rS∞

[
1− S∞

N

]
= βS∞I∞,

I∞ = βS∞I∞.

Nótese que I∞ = 0, lo que implica que S∞ =N , o S∞ = 1
βτ , de donde r

[
1− 1

βτN

]
= βI∞,

o I∞ = r
β

(
1− 1

βτN

)
. Al utilizar la técnica de linealización alrededor del punto de equilibrio

(S∞, I∞) [57], [58], se obtiene

u′(t) =
[
r

(
1− 2S∞

N

)
−βI∞

]
u(t)−βS∞v(t),

v(t) =
∫ t

0
βI∞u(t−s)P (s)ds+

∫ t

0
βS∞v(t−s)P (s)ds,

con su ecuación característica correspondiente∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r
(

1− 2S∞
N

)
−βI∞ −βS∞

βI∞
∫∞
0 P (s)e−λsds βS∞

∫∞
0 P (s)e−λsds−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 0,

o equivalentemente,[
r

(
1− 2S∞

N

)][
βS∞

∫ ∞
0

P (s)e−λsds−1
]

+βI∞ = 0.

Si I∞ = 0 y S∞ =N , entonces r
(

1− 2S∞
N

)
< 0, y la ecuación característica se reduce a

la expresión

βS∞

∫ ∞
0

P (s)e−λsds= 1.

Todas las raíces de esta ecuación tienen parte real negativa si y sólo si βS∞
∫∞
0 P (s)ds=

βτN < 1. Por lo tanto, el punto de equilibrio libre de infección es asintóticamente estable si
R0 = βτN < 1 e inestable si R0 > 1 [8]. Para el punto de equilibrio endémico, la ecuación
característica esta dada por la expresión

βS∞

∫ ∞
0

P (s)e−λsds−1 = βI∞

λ− r
(

1− 2S∞
N

) ,
βS∞

∫ ∞
0

P (s)e−λsds= 1 + βI∞

λ− r
(

1− 2S∞
N

)
=
λ+βI∞− r

(
1− 2S∞

N

)
λ− r

(
1− 2S∞

N

) ,

la cual podemos reescribir como

b

∫ ∞
0

P (s)e−λsds= λ+a

λ+ c

donde
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b= βS∞ = 1
τ
> 0,

a= βI∞− r
(

1− 2S∞
N

)
=−r

(
1− 2

βτN

)
= r

βτN
> 0

c=−r
(

1− 2S∞
N

)
=−r

(
1− 2

βτN

)
= r

(
2−βτN
βτN

)
.

Nótese además que a− c= βI∞ > 0. Se tienen sólo dos casos especiales:

Caso 1.
P (s) = e−

1
τ s,

∫ ∞
0

P (s)e−λsds= τ

λτ + 1 ,

este caso corresponde a

I(t) =
∫ t

0
βS(x)I(x)e−

1
τ (t−x)dx,

o equivalentemente,
I(t) = βS(t)I(t)− 1

τ
I(t).

De esta manera obtenemos el siguiente sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales
ordinarias

S′(t) = rS(t)
[
1− S(t)

N

]
−βS(t)I(t),

I ′(t) = βS(t)I(t)− 1
τ
I(t),

con ecuación característica correspondiente

bτ

λτ + 1 = λ+a

λ+ c
,

o de manera equivalente
bτ(λ+ c) = (λ+a)(λτ + 1),

resultando finalmente
τλ2 + [(a− b)τ + 1] + [a− bcτ ] = 0.

Ambas raíces de esta ecuación cuadrática tienen parte real negativa si (a− b)τ + 1> 0 y
si a− bcτ > 0. Estas condiciones son satisfactorias en este caso debido a que bτ = 1, a > 0,
a−c > 0. Por lo tanto si existiese un punto de equilibrio endémico y si βτN > 1, dicho punto
sería asintóticamente estable.

Caso 2:
P (s) =

{
1 si x≤ s≤ τ
0 si s > τ

,

∫ ∞
0

P (s)e−λsds= 1−e−λτ

λ
.

Este caso corresponde al modelo

S′(t) = rS(t)
[
1− S(t)

N

]
−βS(t)I(t),

I ′(t) = βS(t)I(t)−βS(t− τ)I(t− τ),

cuya ecuación característica está dada por

b

(
1−e−λτ

λ

)
= λ+a

λ+ c
,
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y su análisis requiere del resultado siguiente.
Lema 3. Para la ecuación

λ+a= (bλ+ bc)
(

1−e−λτ
λ

)
con a > 0, τ > 0, |b|τ ≤ 1, todas las raíces tienen parte real negativa si a > |bc|τ . Sin

embargo, si a > 0, τ > 0, y bτ = 1, existen valores de c (con a < |bc|τ o a+ bcτ < 0) para los
cuales hay raíces con parte real no negativa.

Si aplicamos la primera parte del lema anterior a nuestra ecuación con a = r
βτN , b = 1

τ ,

c= r
[

2
βτN −1

]
, tenemos que el punto de equilibrio endémico es asintóticamente estable si

a+c≥ 0 o si βτN < 3, pero es inestable si βτN es suficientemente grande. El comportamiento
de este modelo es diferente al del modelo en el caso 1. Este segundo caso nos proporciona
un ejemplo de un modelo cuyo comportamiento depende de la función P (s) y no solamente
de su valor medio τ [59].

Estudios de campo de la epidemia de hidrofobia canina de los zorros en Europa estiman
la capacidad de carga NT de aproximadamente 1 zorro/km2. Para densidades por debajo de
este valor crítico no se producen brotes epidémicos [44]. Sin embargo, si este valor es excedido
no sólo hay brotes epidémicos sino que, además, la epidemia alcanza un estado endémico.
En nuestro modelo tenemos que R0 = βτN y NT = 1

βτ debido a que la duración del período
de infección es aproximadamente de 5 días o 1/73 de año, podemos utilizar el valor de NT
proporcionado en la estimación del coeficiente de transmisión β. La sustitución de NT por
N en la fórmula para R0 y algo de algebra nos da un valor de 73 km2/año. En los mismos
estudios de campo también se ha observado que en regiones con alta densidad de zorros,
la rabia ha alcanzado un nivel endémico estable. También se han observado oscilaciones
alrededor de este estado endémico. Estas observaciones sugieren que el modelo del caso 2
es más apropiado para esta epidemia que el modelo del caso 1. En realidad, la hidrofobia
canina tiene un período latente de aproximadamente 28 días, es decir, de 1/13 de año, y por
consiguiente una mejor descripción podría estar dada por un modelo del tipo SEIR:

S′(t) = rS(t)
[
1S(t)
N

]
−βS(t)I(t),

E(t) =
∫ t

t−ω
βS(x)I(x)dx,

I(t) =
∫ t−ω

t−τ−ω
βS(x)I(x)dx,

R′(t) = βS(t− τ −ω)I(t− τ −ω).

Este modelo puede reducirse al par de ecuaciones

S′(t) = rS(t)
[
1S(t)
N

]
−βS(t)I(t),

I(t) =
∫ t−ω

t−τ−ω
βS(x)I(x)dx.

Si definimos g(S) = rS
[
1 SN
]
, y utilizamos

I(t) =
∫ t−ω

t−τ−ω
βS(x)I(x)dx=

∫ t−ω

t−τ−ω
[gS(x)−S′(x)]dx

=
∫ t−ω

t−τ−ω
gS(x)dx−S(t−ω) +S(t− τ −ω),
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podemos reducir este modelo al estudio de la siguiente ecuación

S′ = gS(t)−βS(t)
[
S(t− τ −ω)S(t−ω) +

∫ t−ω

t−τ−ω
gS(x)dx

]
.

La última ecuación puede ser analizada directamente. En el caso de la rabia, se tiene no sólo
que τ = 1/73 por año y ω = 1/13 por año, sino que se tiene también que r= 0,5(por año)−1.

En este modelo es fácil calcular el punto de equilibrio endémico

S∞ = 1
βτ
,

E∞ = r

βτ
ω

(
βτN −1
βτN

)
,

I∞ = r

βτ
τ

(
βτN −1
βτN

)
.

Por lo tanto el tamaño total de la población en equilibrio es

S∞+E∞+ I∞ = 1
βτ

+ r

βτ
(ω+ τ)

(
βτN −1
βτN

)
,

y por consiguiente, la población no llega a alcanzar el valor NT . El tamaño real de la
población en equilibrio es

N − (S∞+E∞+ I∞) = 1
βτ

(βτN −1)− r

βτ
(ω+ τ)

(
βτN −1
βτN

)
,

que equivale a
1
βτ

(βτN −1)
[
1− r(ω+ τ)

βτN

]
.

Cuando N es grande esta cantidad se aproxima a N , lo que indica que en regiones con alta
densidad de zorros, el punto de equilibrio endémico puede tener un valor suficientemente
pequeño, tal que, oscilaciones alrededor de este equilibrio pudieran ser capaces de eliminar
la población de zorros enfermos. Esta tendencia a oscilar es incrementada por la presencia
de otros factores como los efectos estacionales, reproductivos y de transmisión de la rabia.

Es posible introducir más realismo en la dinámica de poblaciones en modelos del tipo SIR
con recuperación y en modelos del tipo SIS con población y tasas de natalidad constantes
[59]. Esto se logra al incluir tasas de mortalidad en cada clase, pero debe considerarse
que en algunas ocasiones es razonable suponer que el período de infección y el latente, si
incorporamos la clase E, son tan cortos que la mortalidad en estas clases puede ser ignorada.
Los modelos que se obtienen de esta manera son más complicados comparados con los que
hemos examinado pero el comportamiento cualitativo es idéntico [56], [57], [58].





Capítulo 6
Transmisión por vectores

Modelo de Ross-Macdonald

El paludismo o malaria es una enfermedad causada por un parásito protozoario del género
Plasmodium(Apicomplexa: Plasmodiidae) y transmitida entre los seres humanos por mos-
quitos hembras del género Anopheles. El parásito es transmitido a los seres humanos cuando
mosquitos infectados los pican para alimentarse de sangre. Una vez en el torrente sanguí-
neo el parásito emigra al hígado y permanece ahí en estado latente mientras se multiplica.
Después de este período los microorganismos penetran los globulos rojos y se reproducen
asexualmente. La presencia de parásitos generados en esta etapa de reproducción asexual
causa los efectos patológicos que se observan en los individuos afectados por el paludismo.
A esta fase asexual le sigue una fase sexual en la que se producen los llamados gametocitos.
Los gametocitos constituyen la forma en que la enfermedad se transmite de nuevo al vector
cuando una mosquito susceptible (es decir no infectado) se alimenta de la sangre del humano
infectado. La fertilización del parásito ocurre en el mosquito, completándose así el ciclo de
transmisión.

El ciclo de transmisión del paludismo fue descubierto por Ross en 1897 y por ello se
le otorgó el premio Nobel de medicina en 1903 [1]. Este descubrimiento fue rápidamente
aceptado y apreciado por la comunidad de científicos de salud pública; Ross concluyó que
el control de la población de mosquitos vectores es suficiente para controlar la propagación
del paludismo, pero esta hipótesis fue rechazada, dado que no es posible eliminar a los
mosquitos vectores completamente en una región. Este argumento supone implícitamente
que es necesario eliminar a todos los mosquitos vectores de una región para erradicar o
eliminar al paludismo. Ross construyó un modelo matemático simple que acalló a algunos
de sus críticos. Usando su modelo calculó el número reproductivo básico R0 y concluyó que
no era necesario eliminar a todos los mosquitos, sólo disminuír su población debajo de un
nivel crítico (esencialmente el primer teorema umbral en epidemiología) [1].

Sea N el tamaño de la población de seres humanos que se supone constante, x la propor-
ción infectada de población humana, sea M la constante que representa a la población de
mosquitos y finalmente sea y la proporción infectada de ésta. Por consiguiente, m = M

N es
el número de vectores (mosquitos) por persona. Además, a es el número de picaduras por
mosquito por unidad de tiempo, b es la proporción de picaduras infectadas necesarias para
que un mosquito transmita la infección, c es la probabilidad de infección de mosquitos, r
el la tasa de recuperación por persona infecciosa (de tal forma que 1

r nos da la duración
media del periodo de infección en los humanos), y µ es la tasa de mortalidad por mosquito
( 1
µ nos da la duración media de la vida de los vectores). La tasa de infección de los seres

humanos, es decir, el número de casos nuevos de infección por unidad de tiempo (incidencia),
depende del número de picaduras por persona por unidad de tiempo (aMN ), de la proporción
de mosquitos infectados, de (1−x) personas susceptibles, de la probabilidad b de que una
persona sana picada por un mosquito infectado se enferme. La incidencia en los mosquitos

39
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(el número de casos nuevos de infectados por unidad de tiempo), está dado, análogamente
por el término acx(1−y). El modelo de Ross se expresa mediante las equaciones [1]:

dx

dt
= abmy(1−x)− rx,

dy

dt
= acx(1−y)−µy.

En este modelo se supone que la tasa de mortalidad de los seres humanos es insignificante
cuando se compara con su tasa de recuperación, y la tasa de recuperación de los mosquitos
es despreciable cuando se compara con su tasa de mortalidad. La tasa de mortalidad de los
mosquitos es la misma, independientemente de que estén infectados o no. Como es común
en estos modelos, el equilibrio libre de la enfermedad E0 = (0,0), es estable o inestable
dependiendo del número reproductivo básico R0, el cual se calcula a continuación.

El modelo se expresa en las siguientes tres matrices:

F (z) =
(
abmy(1−x)
acx(1−y)

)
, D =

(
r 0
0 µ

)
, z =

(
x
y

)
.

Con estos elementos se puede encontrar el operador de la siguiente generación, este operador
describe la evolución de la enfermedad, en este caso en dos poblaciones distintas. El operador
está dado por

T (S) =D−1J(F (E0)) =
(

0 abm
r

ac
µ 0

)
,

donde los elementos de esta matriz describen la transmisión del vector a humano y de
humano a vector respectivamente; para completar una generación en la transmisión se debe
considerar el esquema

humano→mosquito→ humano,

o de forma equivalente
mosquito→ humano→mosquito.

Para encontrar su radio espectral se tiene

|D−1JF (E0)−λI|=

∣∣∣∣∣∣
−λ abm

r

ac
µ −λ

∣∣∣∣∣∣= λ2− a
2bcm

µr
= 0,

donde los valores propios son

λ=±

√
a2bcm

µr
.

Se tiene entonces que

R0 = ρ(D−1JF (E0)) =

√
a2bcm

µr
,

luego si R0 < 1, la enfermedad desaparece. Si R0 > 1, se presenta un brote epidémico.
Explícitamente, si el número reproductivo cumple que

R0 =

√
ma2cb

µr
< 1,

el único punto de equilibrio es x= 0, y= 0 (la infección desaparece) y este punto de equilibrio
es asintóticamente estable. Si R0 > 1 el punto de equilibrio x= 0, y = 0 es inestable y hay
un punto de equilibrio endémico con coordenadas
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x= a2cbm− rµ
ac(r+abm) , y = a2cbm− rµ

abm(ac+µ) ,

que es asintóticamente estable.
El análisis del modelo de Ross [1] también se puede obtener si se bosqueja el campo

vectorial asociado con este sistema para c = 1 [3]. La isoclina x, o la curva para la cual
x′ = 0, esta dada por

abmy(1−x)− rx= 0,

después de diferenciar esta ecuación implícitamente en y en esta curva, tenemos que

dy

dx
= abmy+ r

abm(1−x) ,

por lo que el valor de la pendiente en el origen está dado por r
abm . La isoclina (la curva

asociada con y′ = 0) está dada por la expresión

ax−axy−µy = 0,

diferenciando implícitamente en y, se tiene que

dy

dx
= a(1−y)

ax+µ
,

nos da la pendiente de esta curva con un valor en el origen igual a a
µ . Si

r
abm > a

µ , entonces
la isoclina x está arriba de la isoclina y para todo tiempo t, y por lo tanto las isoclinas se
intersectan solamente en el origen (Figura 6.1). Nótese que r

abm > a
µ es equivalente a pedir

que el número reproductivo R0 < 1. Este análisis demuestra que (0,0) es el único punto de
equilibrio si R0 < 1 (Figura 6.1). La isoclina x es una curva cóncava, mientras que la isoclina
y es una curva convexa, por lo tanto en este caso las isoclinas no se intersectan [3].

y

x'=0

x

y'=0

Figura 6.1: aµ grande.

Si por el contrario R0 > 1, la isoclina y se encuentra arriba de la isoclina x inicialmente,
y la naturaleza de las curvas proporciona un equilibrio endémico único (Figuras 6.2 y 6.3).
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Veamos ahora como la magnitud de a
µ afecta a la isoclina y. Si aµ es grande, el valor inicial

de la pendiente de la isoclina y es muy grande, mientras que si a es pequeña la pendiente de
la isoclina y siempre es pequeña y el punto de equilibrio endémico se localiza en una región
donde pequeñas perturbaciones del índice a pueden producir cambios notables en los valores
de la coordenada x de este punto de equilibrio [3]. El valor inicial de a

µ , la pendiente de la

y

x'=0

x

y'=0

Figura 6.2: aµ grande.

isoclina y, representa el número promedio de picaduras recibidas por seres humanos durante
la vida de un mosquito típico. Si este índice es muy grande, el paludismo tiende a permanecer
en estado endémico. Este estado fue descrito por Macdonald en 1957 como paludismo estable.
Cuando el índice a

µ es pequeño, se han observado brotes epidémicos. Si aµ <
r

mab el modelo
de Ross predice que el paludismo desaparecerá y que aún en el caso de que hubiera un punto
de equilibrio endémico este estaría tan cerca del eje x que la incidencia observada sería muy
baja. Este estado fue descrito por Macdonald como paludismo inestable [3]. Si bien este

y

x'=0

x

y'=0

Figura 6.3: aµ pequeño.
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modelo simple nos da un bosquejo general de la dinámica de la enfermedad, es incapaz de
explicar algunas de las observaciones de los epidemiólogos. Por ejemplo, en regiones donde
el paludismo ha alcanzado niveles endémicos altos, donde el índice de estabilidad a

µ es alto
y donde se observa una proporción muy alta de personas infectadas, el modelo predice que
una alta proporción de los mosquitos también está infectada.

Sin embargo, datos experimentales indican que hay una prevalencia de infección en los
mosquitos de menos del 10% aún en las regiones donde los niveles de infección en los seres
humanos son muy altos.

Esta anomalía puede ser corregida con la incorporación de un período de incubación
en los mosquitos. Si se supone que: este período de incubación tiene duración τ , además
suponemos que y denota la proporción de los mosquitos infecciosos y por último incluímos
una nueva variable z que represente la proporción de mosquitos expuestos a la enfermedad
pero todavía no infecciosos, podemos reestructurar el modelo de la siguiente manera [64]

x′(t) =abmy(t)[1−x(t)]− rx(t),
y′(t) =ax(t− τ)[1−y(t− τ)−z(t− τ)]−µy(t),
z′(t) =ax(t)[1−y(t)−z(t)]ax(t− τ)[1−y(t− τ)−z(t− tau)]e−µτ

−µz(t).

El equilibrio trivial del anterior modelo es (x∞,y∞,z∞) = (0,0,0) y, para linealizar este
sistema se considera la siguiente pertubación de este equilibrio [64]

x(t)−x∞ = u(t) = ξ1e
λt, entonces x(t) = u(t) +x∞,

y(t)−y∞ = v(t) = ξ2e
λt, entonces y(t) = v(t) +y∞,

z(t)−z∞ = w(t) = ξ3e
λt, entonces z(t) = w(t) +z∞,

luego, se tiene que

u′(t) =abm(v(t) +y∞)[1−u(t)−x∞]− r(u(t) +x∞,

v′(t) =a[u(t− τ) +x∞][1−v(t− τ)−y∞−w(t− τ)−z∞]e−µτ

−µ(v(t)−y∞),

w′(t) =a[u(t) +x∞][1−v(t)−y∞−w(t)−z∞]−a[u(t− τ) +x∞]∗
[1−v(t− τ)−y∞−w(t− τ)−z∞]e−µτ −µ(w(t)−z∞).

Evaluando el equilibrio (x∞,y∞,z∞) = (0,0,0) se tiene el siguiente sistema linealizado

u′(t) = abmv(t)− ru(t),

v′(t) = au(t− τ)e−µτ −µv(t),

w′(t) = au(t)−au(t− τ)e−µτ −µw(t),

(6.1)

Puesto que
u(t) = ξ1e

λt, entonces u′(t) = ξ1λe
λt,

v(t) = ξ2e
λt, entonces v′(t) = ξ2λe

λt,

w(t) = ξ3e
λt, entonces w′(t) = ξ3λe

λt.

Se tiene para el sistema (6.1)
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ξ1λe
λt = abmξ2e

λt− rξ1eλt,

ξ2λe
λt = aξ1e

λ(t−τ)e−µτ −µξ2eλt,

ξ3λe
λt = aξ1e

λt−aξ1eλ(t−τ)e−µτ −µξ3eλt,

luego se tiene que

−(r+λ)ξ1 +abmξ2 = 0,

aξ1e
−λτe−µτ − (µ+λ)ξ2 = 0,

(a−ae−λτe−µτ )ξ1− (µ+λ)ξ3 = 0,

por lo tanto al resolver el determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−r−λ abm 0

ae−λτe−µτ −µ−λ 0

a−ae−λτe−µτ 0 −µ−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

se obtiene la siguiente ecuación característica para λ

(−µ−λ)[λ2 + (r+µ)λ−a2bme−λτe−µτ +µr] = 0.

Entonces tenemos

λ= µ, λ2 + (r+µ)λ−a2bme−λτe−µτ +µr = 0,

y se tiene la ecuación
λ2 +a1λ+a21−a22e

−λτ = 0, (6.2)

donde a1 = r+µ, a21 =µr y a22 = a2bme−µτ . Se asume que la ecuación (6.2) tiene soluciones
complejas de la forma

λ= x± iy.

Sustituyendo λ= x+ iy en (6.2) para obtener

(x+ iy)2 +a1(x+ iy) +a21−a22e
−(x+iy)τ = 0,

se separa la parte real y parte real imaginaria:

x2−y2 +a1x+a21−a22e
−xτ cos(yτ) =0, (6.3)

2xy+a1y−a22e
−xτsen(yτ) =0. (6.4)

Mediante la expansión en serie de Taylor de x(τ) y y(τ) alrededor de τ = 0, se tiene que

x= x(0) +x′(0)τ + x′′(0)τ2

2! + · · · ,

consideremos x0 = x(0), x1 = x′(0),x2 = x′′(0)
2! , . . . , entonces

x= x0 +x1τ +x2τ
2 + · · · , (6.5)

de forma similar se obtiene
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y = y0 +y1τ +y2τ
2 + · · · . (6.6)

Por otra parte

sen(y0τ) = (y0τ)− (y0τ)3

3! + (y0τ)5

5! −·· · , (6.7)

cos(y0τ) = 1 + (y0τ)− (y0τ)2

2! + (y0τ)4

4! −·· · , (6.8)

ex0τ = 1 + (x0τ) + (x0τ)2

2! + (x0τ)3

3! + · · · . (6.9)

Reemplazando las ecuaciones (6.5)-(6.9) en las ecuaciones (6.3) y (6.4) y manteniendo tér-
minos de orden cero en τ se obtiene

x2
0−y2

0 +a1x0 +a21−a22 = 0, (6.10)
2x0y0 +a1y0 +a21 = 0, (6.11)

de la ecuación (6.11) se tiene
y0(2x0 +a1) = 0,

luego y0 = 0 y x0 = −a1
2 , sustituyendo y0 en (6.10) se tiene

x0 =
−a1±

√
a2

1−4(a21−a22)
2 . (6.12)

Si se sustituye x0 = −a1
2 en la ecuación (6.10) se tiene

y0 =±

√
4(a21−a22)−a2

1)
2 . (6.13)

La solución (6.13) representa una raíz con parte real negativa, se puede ver que para el
orden cero esta raíz cruza el eje imaginario cuando (a21−a22)→ 0 [64].

Ahora se realiza el mismo análisis al considerar sólo términos hasta de primer orden
sustituidos en (6.3)

x2
0−y2

0 +a1x0 +a21 + 2x0x1τ −2y0y1τ +a1x1τ −a22(1 +x0τ) = 0,

pero
2x2

0−y2
0 +a1x0 +a21−a22 = 0,

luego
2x0x1τ −2y0y1τ +a1x1τ −a22x0, τ = 0.

De manera similar sustituyendo en la ecuación (6.4) se obtiene la ecuación

2x0y1τ + 2x1y0τ +a1y1τ −a22y0τ = 0,

por lo tanto tenemos el sistema

2x0x1−2y0y1 +a1x1−a22x0 = 0,
2x0y1 + 2x1y0 +a1y1−a22y0 = 0,

sustituyendo y0 = 0, se tiene
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2x0x1 +a1x1−a22x0 = 0,
2x0y1 +a1y1 = 0,

cuya solución es

y1 = 0,

x1 = a22x0
2x0 +a1

.

Entonces se puede ver que cuando (a21− a22)→ 0, x1 → 0, junto con x0. Considerando
términos hasta de orden dos en τ , y después de sustituir y0 = 0 y y1 = 0, resulta

x2
1 + 2x0x2 +a1x2−a22x1−

1
2a22x

2
0 = 0,

2x0y2 +a1y2 = 0,

cuya solución es

y2 = 0,

x2 =
a22x1−x2

1− 1
2a22x

2
0

2x0 +a1
,

de nuevo, cuando (a21−a22)→ 0, x2→ 0 junto con x0 y x1.
Hasta términos de segundo orden una raíz cruza el eje imaginario a través del eje real

cuando (a21−a22)→ 0. Se puede intuir que todos los términos en la expansión se anulan
cuando (a21− a22)→ 0, mostrando que a21− a22 = 0 es el umbral para que la infección
persista [64]. Es decir, el número reproductivo es

R̂0 = ma2b

rµ
e−µτ ,

donde b representa la proporción de picaduras por mosquitos infectados que resultan en
infecciones en los seres humanos. Nótese que el número reproductivo ha sido modificado por
el factor e−µτ , y que la proporción de seres humanos infectados en el modelo simple (de
Ross) puede ser expresada como

x∞ = R0−1
R0 + a

µ

,

mientras que para este modelo con período latente para los vectores la proporción de seres
humanos infectados puede ser expresada como

x∞ = R̂0−1
R̂0 + a

µ

.

La proporción de mosquitos infectados también es alterada por la substitución de R0 y R̂0.
En el modelo más simple [64]

y∞ = R0−1
R0

a
µ

1 + a
µ

,

mientras que en el segundo modelo

y∞ = R̂0−1
R̂0

a
µ

1 + a
µ

e−µτ < e−µτ .
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Como µτ es mucho mayor que 1, se observa que y∞ puede ser muy pequeño aún cuando
R̂0 y a

µ tienen magnitudes grandes. Esta simple calibración llevó a Macdonald a la conclusión
de que las medidas de control que se enfocan en la población de mosquitos adultos son más
efectivas que el uso de larvicidas [3]. Esto se debe a que la curva de sobrevivencia de las
larvas se incorpora en R̂0 sólo a través de la razón m de mosquitos a seres humanos pero la
curva de sobrevivencia de los mosquitos adultos interviene a través del factor e−µτ

µ . R̂0 es
mucho más sensible a aumentos en µ (reducción de la vida media de los mosquitos adultos)
que a cambios en m.

Estudios epidemiológicos indican que el número de casos de paludismo fluctúa a lo largo
del año; estas fluctuaciones pueden ser explicadas si se supone que la población total de
mosquitos varía según las estaciones del año. Se pueden incorporar efectos de estacionalidad
con la ecuación

dM

dt
=−µM +E(t),

donde E(t) denota la tasa de nacimiento de mosquitos, la cual debe de ser estimada empíri-
camente o podemos simplemente suponer (como lo hacemos a continuación) que esta varía
de una manera sinusoidal. Si retenemos la ecuación

dx

dt
= ab

N
M(t)y(1−x)− rx

para describir la dinámica de los seres humanos infectados e introducimos la ecuación

dy

dt
= ax(1−y)− [µ+M(t)]y

para describir la dinámica de la población de mosquitos infectados, obtenemos ciclos anuales
con el valor máximo de x ocurriendo antes que el valor máximo de la densidad total de
mosquitos M y del número yM de mosquitos infectados. Sin embargo el valor máximo de x
precede al valor máximo de la prevalencia y de mosquitos infectados. Estos resultados están
en concordancia con resultados de campo.

Otro factor importante en el estudio del paludismo es el fenómeno de la superinfección,
cuando los seres humanos sufren los efectos de varias infecciones simultaneas y los efectos
de estas infecciones en el proceso de recuperación. Este fenómeno se puede modelar al
reemplazar la ecuación

dx

dt
= abM

N
y(1−x)− rx,

por la ecuación
dx

dt
= abM

N
y(1−x)ρx,

donde ρ denota la tasa de reversión al estado susceptible. El primer modelo supone que
ρ= r, e ignora la posibilidad de la superinfección. Macdonald (1957) [3] sugirió el uso de

ρ=
{
r−h si r ≥ h

0 si r−h, donde, h= abM

N
y,

Dietz (1974) [65] sugirió
ρ= h

(ehr −1)
.

Estos modelos son más complicados que el modelo original de Ross debido a que h depende
de y, pero ambos tienen el efecto cualitativo de aumentar ligeramente los valores de x y de
y en equilibrio. Como el fenómeno de superinfección no es de importancia a niveles de
prevalencia bajos, el valor del número reproductivo básico R0 no es afectado.

Otro factor importante en la transmisión del paludismo que no ha sido incluído en este
modelo es el de la adquisición de inmunidad parcial. Debido a que los mecanismos inmunes
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responsables no son bien entendidos, los modelos que han incluído este factor, en el caso
del paludismo, son muy primitivos y su aplicabilidad es discutible. Estos factores se han
incorporado en otros tipos de modelos incluyendo modelos para la propagación de cepas
múltiples de influenza (veáse a Castillo-Chavez et al. 1988, 1989 [66], [67]).

Sin embargo, una forma de enfocar este problema es suponer que puede aumentarse
la inmunidad parcial al paludismo, a través de la exposición repetida a la infección pero
esta immunidad se pierde gradualmente, si el individuo deja de ser expuesto a ella. Un
modelo (Dietz, Molineaux, Thomas 1974, [65]) que se ha ajustado bastante bien a los datos
proporcionados por una encuesta detallada a gran escala en la región Garki de Nigeria,
supone la existencia de dos tipos de individuos: a unos se les puede detectar todas las
infecciones y se recuperan lentamente mientras que a los otros sólo se les pueden detectar
70% de sus infecciones y se recuperan rápidamente. Si bien las solucion de este modelo da
un buen ajuste en un caso particular, no puede describir la aparente pérdida de inmunidad
que se produce cuando la transmisión se reduce en forma significativa. Además, este modelo
parece no ser aplicable en las regiones donde el paludismo existe con niveles de endemismo
bajos.

La utilización de programas de control temporales puede tener efectos contraproducentes
como los resultados del proyecto Garki lo demuestran. Primero, la población es protegida
contra el paludismo con la utilización de insecticidas aplicados directamente a la población
de mosquitos y con la administración continua de antibióticos para la prevención y curación
del paludismo. Después de descontinuar la protección, se observaron niveles de prevalencia
más altos que los de poblaciones similares donde no se había utilizado ningún programa
de control. Los métodos de control disminuyeron el nivel de inmunidad temporal adquirida
por la población de Garki. Como en muchos procesos biológicos, la situación no es estática
sino dinámica. La utilización de medidas de control altera el proceso evolutivo de la relación
hospedero-parásito. Más aún, vectores capaces de sobrevivir al efecto de insecticidas han
aparecido. Cepas de parásitos capaces de resistir a los efectos de drogas ya existen también.
No hay respuestas simples, y la distancia entre los modelos conceptuales, los modelos tácticos
detallados y el control epidemilógico es desafortunadamente muy grande [3].

Leishmaniasis

Modelo Flebótomo-Humano-Parásito en la Leishmania Viannia

El siguiente modelo se plantea bajo las suposiciones que existe una probabilidad de pre-
ferencia del insecto vector por el humano y otra por el animal reservorio, que dependen
del tamaño de estas poblaciones. Por consiguiente, se asume que un animal reservorio es
igualmente atractivo para el vector que un humano, la diferencia radica en el tamaño de
las poblaciones, es decir, aquella población (humana o animal) que sea mayor, tiene más
oportunidad de ser picada por el vector [68].

Descripción del modelo

El tamaño de las poblaciones de humanos, animales y vectores están notadas como Nh,
NA y Nv, respectivamente. Se asume que estas poblaciones son constantes con tasas de
nacimiento y muerte constantes e iguales a µh, µA y µv. Para la población de vectores Λ es
la tasa de reclutamiento.

Sean Sh, Ih, Rh el número de susceptibles, infectados e individuos removidos en la pobla-
ción humana. En este modelo, una persona se considera infectada con leishmaniasis cutánea,
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sólo si esta presenta una o más úlceras con prueba de Montenegro positiva en su cuerpo
(esta prueba es similar a la prueba de Tuberculina para detectar Tuberculosis) [68]. SA, IA,
describen el número de susceptibles e infectados en la población de animales reservorios. El
número de flebótomos susceptibles e infectados son Sv y Iv, respectivamente. Para los ani-
males y vectores se asume que estos no presentan recuperación de la infección [55]. El flujo de
susceptibles a las clases de infectados para cada población, depende de las tasas de picaduras
aj , j = h,a, (número promedio de picaduras recibidas por un hospedero humano o animal
por unidad de tiempo), aquí también se asume como en el modelo de Ross-Macdonald [1], [3]
que las tasas de picadura dependen de la densidad de flebótomos por humano y animal. En
este modelo bv, es la tasa de picadura promedio dada por un vector por unidad de tiempo
a un humano o animal sin ninguna preferencia. La probabilidad de transmisión describe la
probabilidad que una picadura dada por un vector infectado produzca un nuevo caso en un
individuo susceptible de otra especie (humano o animal) [55].

La probabilidad de que un flebótomo escoja un individuo humano como hospedero está
dada por [46]

Nh
Nh+NA

.

Así, un humano recibe
ah
Nv
Nh

Nh
Nh+NA

,

picaduras por unidad de tiempo y un flebótomo toma

ah
Nh

Nh+NA
,

ingestas de sangre humana por unidad de tiempo. Las tasas de infección por humano sus-
ceptible y flebótomos están dadas por

βvhah
Nv
Nh

Nh
Nh+NA

Īv
Nv

= βvhah
Nh+NA

Īv,

βhvbv
Nh

Nh+NA

Īh
Nh

= βhvbv
Nh+NA

Īh,

respectivamente. La probabilidad que un flebótomo escoja a un individuo animal reservorio
como hospedero está dada por [46]

NA
NA+Nh

.

Así, un animal recibe
aa
Nv
NA

NA
NA+Nh

,

picaduras por unidad de tiempo y un flebótomo toma

aa
NA

NA+Nh
,

ingestas de sangre animal por unidad de tiempo. Entonces, las tasa de infección por animal
susceptible y flebótomo están dadas respectivamente por

βvAaa
Nv
NA

NA
NA+Nh

Īv
Nv

= βvAaa
NA+Nh

Īv,

βAvbv
NA

NA+Nh

ĪA
NA

= βAvbv
NA+Nh

ĪA,

donde
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βvh: es la probabilidad de transmisión de vector a humano.
βhv: es la probabilidad de transmisión de humano a vector.
βvA: es la probabilidad de transmisión de vector a animal.
βAv: es la probabilidad de transmisión de animal a vector.

Se asume que la tasa de tratamiento de los humanos infectados γ, es constante . El modelo
está representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales [46]

dS̄h(t)
dt = µhNh− βvhah

Nh+NA S̄hĪv−µhS̄h,

dĪh(t)
dt = βvhah

Nh+NA S̄hĪv− (µh+γ)Īh,

dR̄h(t)
dt = γĪh−µhR̄h,

dS̄A(t)
dt = µANA− βvAaa

NA+Nh S̄AĪv−µAS̄A,

dĪA(t)
dt = βvAaa

NA+Nh S̄AĪv−µAĪA,

dS̄v(t)
dt = Λ− βhvbv

Nh+NA S̄v Īh−
βAvbv
NA+Nh S̄v ĪA−µvS̄v,

dĪv(t)
dt = βhvbv

Nh+NA S̄v Īh+ βAvbv
NA+Nh S̄v ĪA−µv Īv,

dado que se ha asumido que las poblaciones permanecen constantes las siguientes condiciones
se satisfacen,

Nh = S̄h+ Īh+ R̄h, NA = S̄A+ ĪA, Nv = S̄v + Īv.

Sin embargo, para simplificar el análisis del modelo se ha reescalado y se trabaja con
proporciones

Sh = S̄h
Nh

, Ih = Īh
Nh

, Rh = R̄h
Nh

,

donde

Rh = 1−Sh− Ih, SA = 1− IA, Sv = 1− Iv, Sv = S̄v
Λ/µv

, Iv = Īv
Λ/µv

,

el sistema equivalente resultante es

dSh(t)
dt = µh(1−Sh)−βvhah Λ/µv

Nh+NAShIv,

dIh(t)
dt = βvhah

Λ/µv
Nh+NAShIv− (µh+γ)Ih,

dSA(t)
dt = µA(1−SA)−βvAaa Λ/µv

Nh+NASAIv,

dIA(t)
dt = βvAaa

Λ/µv
Nh+NASAIv−µAIA,

dIv(t)
dt = βhvbv

Nh
Nh+NA (1− Iv)Ih+βAvbv

NA
Nh+NA (1− Iv)IA−µvIv.

(6.14)
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Estabilidad e invasión

En esta sección se dan las condiciones bajo las cuales la enfermedad puede invadir a la
población; el criterio general está dado por el “número reproductivo básico”, que mide el
número de casos secundarios generados por un “típico” infeccioso. Aquí, se ha encontrado que
R0 < 1 no es condición suficiente para el control de la enfermedad, bajo ciertas condiciones
existe un equiblibrio endémico estable para R0 < 1, usualmente este fenómeno se denomia
una bifurcación hacia atrás.

El sistema (6.14) puede ser reducido como

dIh(t)
dt = βvhah

Λ/µv
Nh+NAShIv− (µh+γ)Ih,

dIA(t)
dt = βvAaa

Λ/µv
Nh+NASAIv−µAIA,

dIv(t)
dt = βhvbv

Nh
Nh+NASvIh+βAvbv

NA
Nh+NASvIA−µvIv.

(6.15)

Linealizando el sistema (6.15) alrededor del equilibrio libre de la enfermedad,

(S∗h, I∗h,S∗A, I∗A,S∗v , I∗v ) = (1,0,1,0,1,0),

se estima de (6.15) el número reproductivo básico por el operador de la siguiente generación
(ver apéndice 1):

A=


−µh−γ 0 βvhahΛ/µv

Nh+NA

0 −µA βvAaaΛ/µv
Nh+NA

βhvbvNh
Nh+NA

βAvbvNA
Nh+NA −µv

 ,
donde A se puede escribir de la forma

A=M −D,

usando las matrices

M =


0 0 βvhahΛ/µv

Nh+NA

0 0 βvAaaΛ/µv
Nh+NA

βhvbvNh
Nh+NA

βAvbvNA
Nh+NA 0,

 ,

D =


(µh+γ) 0 0

0 µA 0

0 0 µv

 .
Si definimos la matriz B de la forma siguiente, se tiene que
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B =D−1M =


0 0 βvhahΛ/µv

(Nh+NA)(µh+γ)

0 0 βvAaaΛ/µv
(Nh+NA)µA

βhvbvNh
(Nh+NA)µv

βAvbvNA
(Nh+NA)µv 0

 ,

|B−λI|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 βvhahΛ/µv
(Nh+NA)(µh+γ)

0 −λ βvAaaΛ/µv
(Nh+NA)µA

βhvbvNh
(Nh+NA)µv

βAvbvNA
(Nh+NA)µv −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

por lo que se obtiene la siguiente ecuación característica para λ

−λ3 +λ

(
βhvbvNh

(Nh+NA)(µh+γ)
βvhahΛ/µv

(Nh+NA)µv
+ βAvbvNA

(Nh+NA)µA
βvAaaΛ/µv

(Nh+NA)µv

)
= 0,

con valores propios
λ1 = 0,

λ2 = R̂0

=

√
βhvbvNh

(Nh+NA)(µh+γ)
βvhahΛ/µv

(Nh+NA)µv
+ βAvbvNA

(Nh+NA)µA
βvAaaΛ/µv

(Nh+NA)µv
.

Una interpretación heurística de R0 puede ser la siguiente: un humano infeccioso es in-
troducido en una población de susceptibles y es picado durante su período infeccioso por
bvΛ/µv
Nh+NA

1
µh+γ flebótomos y la proporción βhvbvΛ/µv

Nh+NA
1

µh+γ de flebótomos, resulta infectada.
Un flebótomo distribuye bvNh

Nh+NA
1
µv

picaduras en la población humana durante su periodo de
vida y una proporción βvhahNh

Nh+NA
1
µv

de estas picaduras genera nuevas infecciones en la pobla-
ción humana. Un animal reservorio infeccioso es introducido en una población de animales
susceptibles y es picado durante su período infeccioso por bvΛ/µv

Nh+NA
1
µA

flebótomos y una
proporción de flebótomos βAvaaΛ/µv

Nh+NA
1
µA

es infectada. Un flebótomo distribuye bvNA
Nh+NA

1
µv

picaduras en la población animal durante su período de vida; una proporción βvAaaNA
Nh+NA

1
µv

de estas picaduras resultan en nuevas infecciones en la población animal.
La estabilidad local para el equilibrio libre de la enfermedad está dada por la siguiente

matriz

J =


−µh−γ 0 βvhahΛ/µvSh

Nh+NA

0 −µA βvAaaΛ/µvSA
Nh+NA

βhvbvNhSv
Nh+NA

βAvbvNASv
Nh+NA −µv

 ,

donde J denota la matriz jacobiana del sistema (6.15). Se obtiene la siguiente ecuación
característica para λ

λ3 +Aλ2 +Bλ+C = 0,

donde
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A=γ+µv +µA+µh,

B =βhvahbvNhβvhΛ/µv
(Nh+NA)2 +γµA+γµv

+µhµA+µAµv +µhµv + Λ

µv

βvAaabvNAβAv
(Nh+NA)2 ,

C =µhµAµv +γµAµv−
βhvahbvNhβvhΛ/µvµA

(Nh+NA)2

− µhβvAaabvΛ/µvβAvNA(Nh+NA)2 − γβvAaabvΛ/µvβAvNA(Nh+NA)2 .

Es claro que AB > 0 y AB > C si y sólo si C > 0, es decir

(µh+γ)µAµv >
βhvβvhb

′2NhµAΛ/µv
(Nh+NA)2 + βvAβAvb

′2NAΛ/µv
(Nh+NA)2 (µh+γ),

y esto es equivalente a decir que R0 < 1. Las condiciones de estabilidad de Routh-Hurwitz
se cumplen, por lo tanto el equilibrio libre de la enfermedad es localmente asintóticamente
estable [8]. Por lo tanto se tiene existencia de un equilibrio endémico para R0 < 1

De la primera ecuación del sistema (6.14) se calcula el estado estable de la clase susceptible

S∗h = µh
µh+B1I∗v

,

donde

B1 =
βvhah

Λ
µv

Nh+NA
.

Similarmente, de la segunda ecuación del sistema (6.14) se calcula

I∗h = B1µhI
∗
v

µ2
h+B1µhI∗v +γµh+γB1I∗v

,

y de la cuarta ecuación del sistema (6.14)

I∗A = B2I
∗
v

B2I∗v +µA
,

donde

B2 =
βvAaa

Λ
µv

(Nh+NA)µA
,

entonces, de la quinta ecuación del sistema (6.14) se tiene

B3(1− I∗v )B1µhI
∗
v

µ2
h+B1µhI∗v +γµh+γB1I∗v

+ B4(1− I∗v )B2I
∗
v

B2I∗v +µA
−µvI∗v = 0, (6.16)

donde

B3 = βhvbvNh
(Nh+NA)µv

,

B4 = βAvbvNA
(Nh+NA)µv

.

De la ecuación (6.16) se deduce el siguiente polinomio
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A(I∗v )3 +B(I∗v )2 +CI∗v = 0, (6.17)

donde

A=(B1µh+γB1)B2µv +B3B1µhB2 +B4B2(B1µh+γB1),

B =−B3B1µhB2 +B3B1µhµa+ (µ2
h+γµh)B2B4− (B1µh+γB1)B4B2

+µv(µ2
h+γµh)B2 +µv(B1µh+γB1)µa,

C =(µh+γ)µhµAµv−B3B1µhµA−B4B2(µh+γ)µh,

consecuentemente se tienen tres raíces: I∗v = 0, más otras dos de la forma

I∗v = −B±
√
B2−4AC
2A .

Se puede observar que si Ces positivo, entonces

(µh+γ)µhµAµv >B3B1µhµA+B4B2(µh+γ)µh,

mientras
R0 < 1.

Si B2− 4AC > 0, C > 0, y B < 0, entonces el sistema (6.14) tiene múltiples equilibrios
endémicos [[27, 69]]. Se puede observar que la ecuación cuadrática (6.17) tiene dos raíces
reales positivas si B2−4AC > 0, C > 0 y B < 0; se puede ver que −B <B1B2B3µh+(µh+
γ)B1B2B4, así

−B
2A <

1
2

B1B2B3µh+ (µh+γ)B1B2B4
(B1µh+γB1)B2µv +B3B1µhB2 +B4B2(B1µh+γB1) ≤

1
2 .

El vértice de la parábola (6.17) tiene un eje coordenado menor que 1/2. Por lo tanto, si
ambas soluciones de (6.17) son positivas, ambas son menores que uno. Entonces existe un
estado estacionario endémico estable para R0 < 1 y se dice que tenemos una bifurcación
hacia atrás; un estado estacionario es una condición estable que no cambia en un cierto
plazo o en el que un cambio en una dirección es balanceado continuamente por el cambio en
otra. Un estado estacionario endémico estable para R0 < 1 aparece en la teoría de sistemas
dinámicos cuando una bifurcación transcrítica (intercambia estabilidad) ocurre en R0 = 1
cambiando de direcciones, el equilibrio endémico aparece después del equilibrio libre de la
enfermedad paraR0 < 1 en lugar deR0 > 1 [27]. En este caso, es posible que la enfermedad se
establezca en una población en condiciones que normalmente no sería posible. Esto significa
que la introducción de un infectado, en este caso humano, en una población de susceptibles,
puede generar un brote en regiones que no son endémicas y con pocos reservorios animales.
Una vez la enfermedad es endémica en una población, es mucho más difícil de controlar si la
bifurcación es hacia atrás en R0 = 1. Esto sugiere que R0 se debe reducir debajo del punto
extremo izquierdo en la curva de la bifurcación para la cual un equilibrio endémico existe.
Este punto crítico es con frecuencia denominado como el valor mínimo de transición (Figura
6.4) [69]. Desde un punto de vista matemático, cuando R0 < 1 y una bifurcación hacia atrás
ocurre, existen al menos tres equilibrios: el libre de la enfermedad, el endémico estable y
uno pequeño endémico inestable que actúa como frontera entre las regiones de atracción
para los dos equilibrios estables. Sin embargo, desde un punto de vista epidemiológico, se
ha observado que las bifurcaciones hacia atrás se presentan cuando la población en riesgo
se divide en grupos con diferentes susceptibilidades a la enfermedad, diferentes tasas de
contacto, clases de infectados, vacunados y sin vacunar [69]. En las Figuras 6.4,6.5 y 6.6
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Figura 6.4: Bifurcación hacia atrás para humanos infectados, variando βAv y con los siguien-
tes valores para los parámetros:µv = 0,055; µA = 0,035, µh = 0,0037, b= 0,1, γ = 0,1,ah = 0,1,
aa = 0,1,NA = 100, λ = 0,9, Nh = 80, Nv = 500, βhv = 0,5, βvA = 0,9 y βAv varía de 0.1 a
20 con 10000 puntos.

se presentan las simulaciones de las bifurcaciones hacias atrás para las tres poblaciones de
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Figura 6.5: Bifurcación hacia atrás para animales infectados, variando βAv y con los siguien-
tes valores para los parámetros: µv = 0,055; µA = 0,035, µh = 0,0037, b= 0,1, γ= 0,1,ah = 0,1,
aa = 0,1,NA = 100, λ = 0,9, Nh = 80, Nv = 500, βhv = 0,5, βvA = 0,9 y βAv varía de 0.1 a
20 con 10000 puntos.
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infectados en este modelo. Estas tres gráficas se han obtenido variando βAv. En la Figura 6.4
se explica como pocos individuos humanos infectados introducidos en una población (curva
punteada) pueden producir un brote epidémico (curva continua). Estabilidad del equilibrio
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Figura 6.6: Bifurcación hacia atrás para flebótomos infectados, variando βAv y con los
siguientes valores para los parámetros: µv = 0,055; µA = 0,035, µh = 0,0037, b = 0,1, γ =
0,1,ah = 0,1, aa = 0,1,NA = 100, λ = 0,9, Nh = 80, Nv = 500, βhv = 0,5, βvA = 0,9 y βAv
varía de 0.1 a 20 con 10000 puntos.

endémico.
Por otro lado, si C < 0, entonces R0 > 1, lo cual implica que existe sólo un equilibrio

endémico. Ahora, se prueba la estabilidad de este equilibrio endémico. La matriz jacobiana
del sistema (6.15) evaluada en el equilibrio endémico es

J =


−µh−γ 0 B1S

∗
h

0 −µA B2S
∗
A

B3(1− I∗v ) B4(1− I∗v ) −µv

 ,
y la siguiente es la ecuación característica para λ

λ3 +aλ2 + bλ+ c= 0;

donde
a=B4I

∗
a +B3I

∗
h+µv +µh+µA+γ,
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b=µhµv +µAµv−B2S
∗
aB4 +µAB3I

∗
h+γµA

+B3B1S
∗
hI
∗
v +µAB4I

∗
a +µhµA+µhB4I

∗
a +γµv

−B3B1S
∗
h+B2S

∗
aB4I

∗
v +γB4I

∗
a +µhB3I

∗
h+γB3I

∗
h,

c=µhB2S
∗
aB4I

∗
v +γB2S

∗
aB4I

∗
v +γµAµv+

γµAB3I
∗
h−µhB2S

∗
aB4 +µhµAµv +µhµAB3I

∗
h+

γµAB4I
∗
A+B3B1S

∗
hI
∗
vµA−B3B1S

∗
hµA−γB2S

∗
aB4.

Se cumple que a,b > 0, más aún, es posible comprobar fácilmente que ab > c, si se in-
troducen humanos y animales reservorios infectados en una población de gente susceptible,
con una gran cantidad de flebótomos susceptibles, sucede que R0 > 1 y ocurre un brote
epidémico. Las condiciones de estabilidad de Routh-Hurwitz están satisfechas [8]. Entonces,
el equilibrio endémico es localmente asintóticamente estable.

Incertidumbre

Para el análisis de incertidumbre con el método de Mortercalo se han generado 10 mues-
tras de 20,000 repeticiones para las distribuciones de los parámetros presentados en 6.1.
Puesto que el objetivo es observar la probabilidad que tiene el humano para ser reservorio
del parásito de Leishmania Viannia, los valores de los parámetros fueron modificados con
respecto a los valores ya establecidos, por ejemplo en el capítulo 1, de tal forma que R0 sea
mayor que uno. Para cada una de las 10 muestras se ha calculado la probabilidad de que
R0 > 1, R0h > 1 y R0a > 1, con sus respectivas medias y varianzas en cada caso [[70, 71, 72]].

Se han considerado dos casos: para análisis de incertidumbre en el primer caso la población
humana es muy pequeña comparada con la población animal, como se puede ver en las
Tablas 6.1 y 6.2. La media para las 10 replicaciones de la media, varianza y la probabilidad
de que R0h > 1 es 0,13002, 0,11903 y 0,021780, respectivamente. Los resultados para el
error estándar son 0,000508, 0,00217 y 0,000327. Las mismas estimaciones para R0a son
2,4542, 43,067 y 0,0,4572. Los valores para el error estándar son 0,0160, 0,874 y 0,0750. Se
ha estimado el PRCC en la Tabla 6.3, se puede ver que el parámetro aa está correlacionado
con R0 de igual forma que bv y λ.

Replicaciones Media Varianza P (R0 > 1) Media Varianza P (R0h > 1)
1 1,1376 1,3309 0,410 0,1319 0,1207 0,0235
2 1,1266 1,2842 0,4014 0,1281 0,1282 0,0199
3 1,1338 1,3161 0,4006 0,1304 0,1118 0,0224
4 1,1177 1,2534 0,3998 0,1269 0,1077 0,0215
5 1,1227 1,2600 0,4011 0,1311 0,1279 0,0220
6 1,1379 1,2955 0,4056 0,1296 0,1152 0,0228
7 1,1415 1,3300 0,4054 0,1317 0,1234 0,0215
8 1,1368 1,3029 0,4033 0,1296 0,1136 0,0222
9 1,1282 1,2811 0,3995 0,1296 0,1191 0,0208
10 1,1451 1,3561 0,4037 0,1313 0,1227 0,0212

Media 1,1328 1,3010 0,40304 0,13002 0,11903 0,021780
SE 0,00275 0,0104 0,00104 0,000508 0,00217 0,000327

Cuadro 6.1: Estimativos para R0 and R0h
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Replicaciones Media Varianza P (R0a > 1)
1 2,4931 43,4979 0,3813
2 2,4251 43,2898 0,3817
3 2,4710 45,2463 0,3793
4 2,3756 43,3756 0,3792
5 2,3893 41,9693 0,3798
6 2,4606 41,5238 0,3862
7 2,5013 44,2608 0,3848
8 2,4655 40,6675 0,3837
9 2,4243 38,2873 1,1318
10 2,5361 48,5539 0,3837

Media 2,4542 43,067 0,4572
SE 0,0160 0,874 0,0750

Cuadro 6.2: Estimativos para R0a

En el segundo caso se tomó una población de animales reservorios muy pequeña compara-
da con la población humana (ver Tablas 6.4 y 6.5). La media de las 10 replicaciones para la
media, varianza y probabilidad que R0h > 1 son 1,6254, 18,698 y 0,30527, respectivamente.
Análogamente los resultados para el error estándar son 0,00628, 0,333 y 0,000836. Estos
mismos estimativos para la probabilidad que R0a > 1 son 0,19631, 0,27565 y 0,041070 res-
pectivamente. Los resultados para el error estándar son 0,00128, 0,00559 y 0,000415. Si se
observan los valores para el PRCC de la Tabla 6.6 se puede ver que el parámetro ah está
correlacionado con R0 de igual forma que bv y λ.

Parámetro PRCC p-valores
ah 0,082 0,000
aa 0,755 0,000
bv 0,793 0,000
γ −0,010 0,152
λ 0,798 0,000
µh −0,004 0,569
µA −0,066 0,000
µv −0,156 0,000
βvh 0,009 0,207
βhv 0,002 0,817
βvA 0,039 0,000
βAv 0,121 0,000

Cuadro 6.3: El coeficiente del rango de correlación parcial.

Análisis de sensibilidad

El análisis de sensibilidad es una técnica para establecer la contribución de un parámetro
al funcionamiento de todo un sistema complejo. En este modelo también se han tomado
los valores para R0 dados por Allan Saul [73]. Varios de estos índices no son constantes y
dependen de los valores de otros parámetros. El cálculo de los índices de sensibilidad está
dado en la Tabla 6.7.

El mayor índice de sensibilidad lo tiene el parámetro bv, que es el número promedio per
cápita de picaduras dadas por un flebótomo por unidad de tiempo a humanos o animales,
pero sin alguna preferencia en particular por uno de los dos. El valor de Sbv = 0,5 sugiere
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Replicaciones Media Varianza P (R0 > 1) Media Varianza P (R0h > 1)
1 0,9673 0,9121 0,3414 1,6482 18,8593 0,3048
2 0,9613 0,8714 0,3408 1,6015 20,0264 0,3026
3 0,9644 0,8982 0,3443 1,6306 17,4719 0,3081
4 0,9537 0,8672 0,3359 1,5866 16,8318 0,3010
5 0,9652 0,8988 0,3433 1,6391 19,9822 0,3083
6 0,9639 0,8882 0,3406 1,6205 19,0030 0,3025
7 0,9664 0,9121 0,3438 1,6458 19,2818 0,3056
8 0,9648 0,8869 0,3429 1,6205 17,7501 0,3072
9 0,9603 0,8919 0,3408 1,6200 18,6105 0,3045
10 0,9695 0,9039 0,3468 1,6409 19,1646 0,3081

Media 0,96368 0,89307 0,34206 1,6254 18,698 0,30527
SE 0,00140 0,00483 0,000922 0,00628 0,333 0,000836

Cuadro 6.4: Estimativos para R0 y R0h

Replicaciones Media Varianza P (R0a > 1)
1 0,1994 0,2784 0,0424
2 0,1940 0,2771 0,0403
3 0,1977 0,2896 0,0414
4 0,1900 0,27766 0,0390
5 0,1911 0,2686 0,0393
6 0,1968 0,2658 0,0417
7 0,2001 0,2833 0,0405
8 0,1972 0,2603 0,0413
9 0,1939 0,2450 0,0416
10 0,2029 0,3107 0,0432

Mean 0,19631 0,27565 0,041070
SE 0,00128 0,00559 0,000415

Cuadro 6.5: Estimativos para R0a

Parámetro PRCC p-valores
ah 0,730 0,000
aa 0,177 0,000
bv 0,809 0,000
γ −0,079 0,000
Λ 0,809 0,000
µh −0,004 0,574
µa −0,017 0,017
µv −0,163 0,000
βvh 0,049 0,000
βhv 0,115 0,000
βva 0,007 0,312
βav 0,025 0,000

Cuadro 6.6: El coeficiente del rango de correlación parcial.



60 6 Transmisión por vectores

que si esta tasa de picadura decrece en 0,5% entonces, R0 también decrece en 0,5%. Es
importante observar que para los parámetros aa, βvA y βAv se presenta una situación muy
similar a la dada para el parámetro bv. Si la tasa de picadura a animales reservorios aa es
pequeña porque repentinamente la población humana es mucho mayor que la población de
animales, entonces estos resultados se revierten y pasan a ser más sensibles los parámetros
que corresponden al humano. Este resultado puede estar relacionado con el surgimiento de
brotes epidémicos, cuando hay movimiento de tropas en Colombia en regiones donde hace
mucho tiempo no se presentan brotes [[74, 68]].

El índice de sensibilidad para la mortalidad natural de vector µv es igual a −1. Esto
implica que un decrecimiento en esta mortalidad del 1% produce 1% incremento de R0.
Si en un período corto de tiempo, la población de flebótomos se incrementa, entonces la
probabilidad de un brote epidémico también se incrementa. Está bien documentado que la
población de flebótomos es muy grande en los meses de verano [75].

Parámetros Indice de sensibilidad
ah 0,00894
aa 0,49105
Nh −1,21319
NA −0,17561
bv 0,5
γ −0,00894
µv −1
µh −0,36770
µa −0,01718
βvh 0,00894
βhv 0,00894
βvA 0,491055
βAv 0,491055

Cuadro 6.7: Parámetros y su índice de sensibilidad

Resultados numéricos
Los resultados de varios conjuntos de simulaciones se presentan en las Figuras 6.7 y 6.8,

estas simulaciones se han obtenido con los mismos valores para los parámetros dados en
la obtención de las gráficas para la bifurcación hacia atrás. En la Figura 6.7 se muestra el
comportamiento de la población humana infectada cuando R0 es menor que uno. En menos
de 100 días la población humana puede llegar alcanzar un nivel del 90% de infectados. En la
Figura 6.7 se puede ver claramente un resultado que está de acuerdo con la definición de las
tasas de contacto del vector con sus respectivos reservorios incluyendo al humano. En este
caso podemos observar una tendencia muy similar para los humanos y animales infectados,
indicando que la diferencia está determinada por los distintos valores de las tasas de contacto
y las probabilidades de transmisión. En la Figura 6.8 se tienen dos distintos valores para la
probabilidad del vector al humano βvh, el período epidémico no cambia, pero el porcentaje
de humanos infectados aumenta o disminuye dependiento de esta probabilidad de infección.
También es importante observar que estas poblaciones de infectados tienden a un equilibrio
endémico bajo.

El análisis de sensibilidad ha sugerido que el mejor método para erradicar la enfermedad
en una población cerrada, sería reducir la población de flebótomos o reducir la tasa de
picaduras. Epidemiológicamente se sabe que ninguno de estos dos métodos pueden eliminar
definitivamente la enfermedad en una región. Sin embargo, el análisis de sensibilidad de
este modelo sugiere que una epidemia puede ocurrir a finales de las épocas de invierno y
comienzos de las épocas de verano. También el análisis de incertidumbre de este modelo
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Figura 6.7: Serie de tiempo para humanos, animales y flebótomos infectados cuando R0 < 1.
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Figura 6.8: Serie de tiempo para humanos cuando R0 < 1 variando βvh

junto con la bifurcación hacia atrás, muestran que la migración repentina de humanos o
animales reservorios pueden originar nuevos brotes de la enfermedad.

Descripción del modelo

La primera causa de retiro de las tropas (ejército, guerrilla y paramilitares) en las selvas
colombianas se origina en las enfermedades tropicales; entre estas, una de las que tiene una
mayor incidencia es la leishmaniasis cutánea. Según reportes suministrados a los diarios na-
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cionales por el Ministerio de Defensa Colombiano en el 2004 quedaron fuera de combate 3.400
militares a causa de la leishmaniasis. Esta cifra equivale al 13% de tropas que ejecutaban el
llamado “Plan Patriota”. Estos mismos reportes revelan que los soldados retirados por esta
enfermedad no son reemplazados. Es claro que, así como las tropas oficiales ven disminuidas
sus fuerzas a causa de la leishmaniasis, los grupos ilegales sufren también importantes bajas
causadas por esta enfermedad.

Hasta ahora los estudios acerca de la dinámica de la transmisión de la leishmaniasis al
humano depende de las relaciones en el triángulo formado por el humano, el reservorio ani-
mal y el flebótomo vector. El aumento o disminución de la población humana infectada esta
directamente relacionada con la migración, ocupación o colonización de regiones donde se
tiene una cierta favorabilidad ecológica para la transmisión de la enfermedad. Para Lain-
son [76], el más alto riesgo de adquirir la enfermedad para un humano está basado en las
siguientes tres condiciones:

a) Si el mamifero reservorio es abundante y es comúnmente infectado.
b) Si el vector es altamente antropofílico.
c) Si el vector se alimenta en las horas del día sobre el humano.

En este estudio se considera como alto de riesgo de iniciarse un brote epidémico si se
tienen las siguientes condiciones:

a) Si el número de humanos infectados es abundante.
b) Si el vector es altamente antropofílico y abundante.
c) Si el vector tiene una muy buena preferencia para alimentarse del humano.

Hasta ahora no se puede afirmar con veracidad si el humano es reservorio del parásito
de las distintas especies de la Leishmania Vianna. Sin embargo, Rojas & Scorza [68], han
confirmando que la transmisión del humano al flebótomo vector tiene lugar.

En este estudio se asumen los resultados obtenidos por Rojas & Scorza [68], tales como
que del 4 al 20% de los flebótomos susceptibles que se alimentan sobre el borde de las
lesiones leishmánicas de pacientes se infectan, lo que implica, para Rojas & Scorza [68], que
estos pacientes pueden ser reservorios potenciales para los flebótomos que los pican en las
lesiones y dentro de sus domicilios. Otro resultado importante de Rojas & Scorza es que
ellos observaron en grupos familiares atacados por la enfermedad que primero se daba un
caso y semanas después, dos o tres más dentro del mismo núcleo familiar. Se puede asumir
una situación similar para el caso de las tropas y los individuos de la población civil, una vez
aparece un caso en un grupo en particular y luego semanas después, dentro de este mismo
grupo familiar o de soldados aparecen nuevos casos.

En este modelo partimos de la hipótesis que el humano es reservorio para el parásito de
la Leishmania Viannia y se considera el caso colombiano donde estudios demuestran que en
regiones donde nunca se han presentado casos de leishmaniasis cutánea, la llegada de tropas
como por ejemplo guerrilla a los alrededores de un pueblo por períodos cortos de tiempo,
está relacionada con la aparición de casos de leishmaniasis en la población civil [68].

Sean Sv y Iv las poblaciones de flebótomos susceptibles e infectados respectivamente, Sp
y Ip los susceptibles e infectados para la población de un pueblo determinado. Sea St, It los
susceptibles e infectados para la población de una tropa dada, como por ejemplo ejército
oficial, guerrilla o paramilitares.

La población susceptible de un pueblo o del ejército se mueve a la clase de población
enferma o portadora del parásito por la picadura de un flebótomo infectado, con una tasa
de picadura b. La población susceptible de vectores se mueve a la clase infecciosa por la
picadura de una hembra flebótomo a un individuo infectado del pueblo o la tropa. Λi,
i= {v,p, t}, es la tasa de reclutamiento para cada una de la poblaciones. β es la probabilidad
de transmisión a un individuo después de ser picado. µi, i= v,p, t tasas de mortalidad para
las respectivas poblaciones. Se define γp como la tasa de recuperación de la población civil
y γt la tasa de retiro de la tropa por la enfermedad. Se supone que todo nuevo soldado es
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susceptible, la tropa se infecta con una tasa per cápita q, es decir, cada nuevo soldado se
puede infectar con una probabilidad q. El sistema de ecuaciones tiene la forma:

Ṡv(t) = Λv− bβSv It
Np+Nt − bβSv

Ip
Np+Nt −µvSv

İv(t) = bβSv
It

Np+Nt + bβSv
Ip

Np+Nt −µvIv

Ṡp(t) = Λp− bβSp IvNv −µpSp+γpIp

İp(t) = bβSp
Iv
Nv
−µpIp−γpIp

Ṡt(t) = (1− q)Λt− bβSt IvNv −µtSt

İt(t) = qΛt+ bβSt
Iv
Nv
−µtIt−γtIt

(6.18)

donde Nv = Sv + Iv, Np = Sp+ Ip, Nt = St+ It.

El número Reproductivo Básico

Para poder visualizar bajo que condiciones se puede dar un brote epidémico mediante el
número reproductivo básico, se considera la probabilidad de infección en la tropa q = 0 y se
obtiene que el equilibrio trivial del sistema (6.18) es

(
S∗v , I

∗
v ,S
∗
p , I
∗
p ,S
∗
t , I
∗
t

)
=
(
Λv
µv
,0, Λp

µp
,0, Λt

µt
,0
)

y se calcula R0, por el operador de la siguiente generación. El sistema (6.18) puede ser
reducido al siguiente sistema

İv(t) = bβSv
It

Np+Nt + bβSv
Ip

Np+Nt −µvIv,

İp(t) = bβSp
Iv
Nv
−µpIp−γpIp,

İt(t) = qΛt+ bβSt
Iv
Nv
−µtIt−γtIt.

(6.19)

Luego se tiene la matriz

A=


−µv bβS∗v

Np+Nt
bβS∗v
Np+Nt

bβS∗p
Nv
−µp−γp 0

bβS∗t
Nv

0 −µt−γt

 ,

A se puede reescribir como A=M −D, donde
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M =


0 bβS∗v

Np+Nt
bβS∗v
Np+Nt

bβS∗p
Nv

0 0

bβS∗t
Nv

0 0

 ,

D =


µv 0 0

0 µp+γp 0

0 0 µt+γt

 .

Entonces B =MD−1 y su ecuación característica es

−λ3 +Φλ= 0,

donde
Φ= b2β2ΛvΛt

Nvµvµt(Np+Nt)(µt+γt)
+ b2β2ΛvΛp
Nvµvµp(Np+Nt)(µp+γp)

.

Por lo tanto el número reproductivo básico es

R0 =

√
b2β2ΛvΛt

Nvµvµt(Np+Nt)(µt+γt))
+ b2β2ΛvΛp
Nvµvµp(Np+Nt)(µp+γp))

.

Para verificar la estabilidad del equilibrio trivial tenemos que la matriz jacobiana del
sistema (6.19) es

J =


−µv bβΛv

µv(Np+Nt)
bβΛv

µv(Np+Nt)

bβ
Nv

Λp
µp
−µp−γp 0

bβ
Nv

Λt
µt

0 −µt−γt

 ,
y su ecuación es

λ3 +Aλ2 +Bλ+C = 0,

donde

A=µt+γt+µp+µv +γp,

B =γpγt+µpγt+µvγp+µvγt+µvµp+µpµt−Ω2Ω1

+µvµt+γpµt−Ω3Ω1,

C =µvµpµt+µvµpγt−Ω2Ω1µt+µvγpµt+µvγpγt−Ω3Ω1µp

−Ω3Ω1γp−Ω2Ω1γt,

o equivalentemente
C = µv(µt+γt)(µp+γp)(1−R2

0),

donde se tiene que
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Ω1 = bβ

Np+Nt

Λv
µv
,

Ω2 = bβ

Nv

Λp
µp
,

Ω3 = bβ

Nv

Λt
µt
.

Es claro que AB > 0 y AB >C si y sólo si C > 0, es decir, que satisface las condiciones de
estabilidad de Routh-Hurwitz. Entonces se puede decir que el equilibrio trivial es localmente
asintóticamente estable si R0 < 1 [8].

Existencia del equilibrio endémico

El sistema (6.18) se puede reducir al sistema

İv(t) = bβ[Nv− Iv] It
Np+Nt + bβ[Nv− Iv] Ip

Np+Nt −µvIv,

İp(t) = bβ[Np− Ip] IvNv −µpIp−γpIp,

İt(t) = qΛt+ bβ[Nt− It] IvNv −µtIt−γtIt.

(6.20)

Puesto que la dinámica de la tropa por períodos de tiempo no cambia, se considera una
aproximación a un estado casi estacionario (esto significa que en un período de tiempo la
dinámica del sistema se mantiene constante), es decir, İt ≈ 0 y se obtiene

I∗t = NvqΛt+ bβIvNt
bβIv +Nv(µt+γt)

.

Lo mismo ocurre con la dinámica de la población civil, entonces İp ≈ 0 y se obtiene

I∗p = bβNpIv
(bβIv +µpNv +γpNv) .

sustituyendo I∗t , I∗p en la primera ecuación de (6.20) se obtiene el polinomio

AI3
v +BI2

v +CIv +D = 0 (6.21)

donde
A= −µvb2β2Nt− b3β3Nt−Npb3β3−µvb2β2Np,

B = −µvbβNtγpNv−µvNvµtNtbβ−µvbβNpµpNv− b2β2NtµpNv
−b2β2NtγpNv−µvNvγtNtbβ−µvbβNtµpNv− b2β2NpNvµt
−µvNvµtNpbβ− b2β2NvqΛt+ b3β3NtNv + b3β3NpNv
−µvNvγtNpbβ− b2β2NpNvγt−µvbβNpγpNv,

C = −bβN2
v qΛtµp− bβN2

v qΛtγp+ b2β2N2
v qΛt−µvN2

v γtNpµp
−µvN2

v γtNpγp+ b2β2NtN
2
vµp+ b2β2NtN

2
v γp−µvN2

v γtNtγp
−µvN2

vµtNtµp−µvN2
v γtNtµp−µvN2

vµtNpγp+ b2β2NpN
2
vµt

+b2β2NpN
2
v γt−µvN2

vµtNpµp−µvN2
vµtNtγp,

D = bβN3
v qΛtγp+ bβN3

v qΛtµp.
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En este caso, se encuentra que existe un cambio de signo en la secuencia de los coeficientes
A, B, C y D, por lo tanto se puede concluir por la regla de los signos de Descartes, que
existe al menos una raíz real positiva para el polinomio (6.21). Consecuentemente existe un
equilibrio endémico único. Este equilibrio tiene la siguiente forma general

S∗v = Λv(Np+Nt)
bβ(I∗t + I∗p ) +µv(Np+Nt)

, I∗v = bβΛv(Np+Nt)
µvbβ(I∗t + I∗p ) +µv(Np+Nt)

S∗p =
Λp+γpI

∗
p

bβI∗v/Nv +µp
, I∗p =

bβI∗vS
∗
p

µp+γp

S∗t = (1− q)Λt
bβI∗v/Nv +µt

, I∗t = qΛt+ bβS∗t I
∗
v/Nv

µt+γt
.

Ahora se prueba la estabilidad del equilibrio endémico. La matriz jacobiana del sistema
(6.20) evaluada en el equilibrio endémico es

J =


−B1(I∗t − I∗p )−µv B1(Nv− I∗v ) B1(Nv− I∗v )

B2S
∗
p −µp−γp 0

B2S
∗
t 0 −µt−γt


y se obtiene la siguiente ecuación característica

λ3 +A1λ
2 +A2λ+A3 = 0,

donde

A1 = B1I
∗
t −B1I

∗
p +µt+γt+µp+γp+µv,

A2 = −B2Sp∗B1Nv +µpγt+γpµt+µvµt+µpµt+B2S
∗
tB1I

∗
v +γpγt

+B1I
∗
t γt+B1I

∗
t µp+µvγt+B1I

∗
t µt+B1I

∗
t γp+B2S

∗
pB1Iv +µvµp

−B1I
∗
pµt−B1I

∗
pγt−B1I

∗
pµp−B2StB1Nv−B1I

∗
pγp+µvγp,

A3 = B1I
∗
pγpµt−B1I

∗
pγpγt+µvγpγt+B2S

∗
pB1I

∗
vµt+µvµpµt

−B2S
∗
pB1Nvγt+B1I

∗
t γpµt+B2S

∗
tB1I

∗
vγp+µvµpγt+B2S

∗
tB1I

∗
vµp

−B∗2S∗tB1Nvγp−B2S
∗
tB1Nvµp+B1Itµpµt+µvγpµt+B1I

∗
t µpγt

+B2S
∗
pB1I

∗
vγt+B1I

∗
t γpγt−B2S

∗
pB1Nvµt−B1I

∗
pµpµt−B1I

∗
pµpγt.

Se puede observar que A1,A2 > 0. Dado que se puede verificar que

A1A2 >A3,

se concluye que si se introduce una alta cantidad de soldados infectados a una población de
sólo susceptibles, con la presencia de una gran cantidad de flebótomos susceptibles, entonces
R0 > 1 lo que desencadenaría un brote epidémico. Puesto que satisface las condiciones
de estabilidad de Routh-Hurwitz, entonces se puede decir que el equilibrio endémico es
localmente asintóticamente estable si R0 > 1.

Análisis de Sensibilidad

El análisis de sensibilidad es usado para medir la importancia de los diferentes parámetros
que componen a R0, aquel con mayor índice de sensibilidad puede ser el que aumenta o
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disminuye a R0. Para los valores de los parámetros de R0 se han tomado los definidos por
Allan Saul [73]. En la Tabla 13 se presentan los índices de sensibilidad.

Los parámetros con mayor índice de sensibilidad son b = 1 y β = 1, lo que indica que
si la tasa de picadura y la probabilidad de transmisión aumentan en un 100%, entonces
el R0 va aumentar en un 100%. Esto significa que si la tasa de picadura aumenta en
presencia de tropa acantonada en un poblado, la incidencia de la enfermedad inmediatamente
aumenta. También se puede observar que otros parámetros que pueden aumentar a R0
son las tasas de reclutamiento para los vectores y la tropa, algo importante es que ambos
parámetros tienen casi el mismo valor. Pero lo contrario ocurre con la tasa de reclutamiento
para la población, ya que esta es la menos sensible. Lo contrario ocurre con los parámetros
µv =−0,577, µt =−0,49 y γt =−0,42, que si disminuyen por ejemplo en un 50% entonces
R0, inmediatamente aumenta en un 50%, esto implica que se tendrían más flebótomos y
soldados infectados.

Resultados numéricos

Los resultados de varias de las simulaciones se han presentado en las Figuras 6.9 y 6.10,
que muestran las distintas implicaciones de la introducción de tropas con individuos infec-
tados en un poblado donde la población humana y vectores son todos susceptibles. Con este
nuevo modelo se pretende una vez mas comprobar cuán importante es la participación del
humano en la transmisión de la Leishmania Viannia. En estas simulaciones se puede ver
que cuando se tiene una tasa muy baja de picadura y también una probabilidad de infección
baja se tiene un número reproductivo básico R0 < 1, lo que implica que es imposible tener
un brote epidémico como se puede ver en la Figura 17.
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Figura 6.9: Variación de las tres poblaciones de infectados con el tiempo para R0 < 1. Estas
poblaciones tienden a un nivel endémico muy bajo.

Un importante resultado obtenido es que después que se tienen soldados acantonados
alrededor de un poblado, con altas tasas de picadura y por lo tanto una alta probabilidad
de transmisión del parásito, las poblaciones de infectados se van rápidamente a el equilibrio
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Figura 6.10: Cuando R0 > 1 la población de flebótomos y la población de un pueblo se van
rápidamente a un equilibrio endémico, la tropa cae a un nivel muy bajo debido a la tasa de
retiro.

endémico, produciéndose un brote epidémico con mucha facilidad como se puede ver en la
Figura 6.10.

Estudios y reportes de períodico muestran que en promedio el 13% de los soldados acanto-
nados alrededor de poblaciones con muchos individuos susceptibles y con muchos flebótomos
susceptibles, están infectados [77]; este es el valor que se le ha dado al parámetro q. Para
obtener un R0 > 1 y como pasa en la realidad se ha considerado una tasa alta de picadura,
b= 0,9 y una probabilidad de infección β = 0,9. Para las tasas de mortalidad hemos consi-
derado los períodos de vida tanto del humano como del flebótomo, claro que para la tropa
se ha considerado una tasa de mortalidad mayor. Para el parámetro γt consideramos que
la totalidad de los soldados infectados se recuperan dado que cuando se encuentran muy
enfermos son retirados. Para el parámetro γp la totalidad de la población infectada recibe
tratamiento y son recuperados.

Las tropas en Colombia por motivos del conflicto interno, ocupan constantemente regiones
endémicas como el departamento de Córdoba y la Costa Pacífica. Los militares presentan
leishmaniasis cutánea en una proporción de 20 a 65 veces mayor que en la población civil
[78], significando con esto que los militares, más que los trabajadores y habitantes del campo,
están en mayor riesgo de contraer y propagar la enfermedad. El soldado como reservorio del
parásito crea todas las condiciones necesarias para que se den brotes epidémicos en estas
zonas selváticas.

El número reproductivo básico para este modelo es

R0 =

√
b2β2ΛvΛt

Nvµvµt(Np+Nt)(µt+γt))
+ b2β2ΛvΛp
Nvµvµp(Np+Nt)(µp+γp))

,

en el cual se diferencia claramente la contribución de la tropa y la población civil por
separado. En este modelo aunque R0 sea menor que 1, la población de tropa infectada nunca
tiende a cero, pues la alta incidencia de casos en las tropas del conflicto Colombiano mantiene
cierto nivel de la enfermedad en algunas regiones del país. Dado que la leishmaniasis cutánea
es frecuente en zonas selváticas y es poco lo que se puede hacer en ese ambiente para controlar
los flebótomos vectores, son los soldados los que sufren las consecuencias al invadir sus nichos
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ecológicos. Estos mismos soldados transportan los parásitos a poblados originando nuevos
focos de la enfermedad.





Capítulo 7
Propagación del VIH

Modelos de Propagación del VIH

El estudio de la transmisión del virus de inmunodeficiencia humana (VIH) mediante
modelos dinamicos ha sido objeto de un intenso desarrollo en los últimos años [79, 80, 81, 82],
sin embargo la infección por VIH todavía no se entiende completamente, y por consiguiente
no ha sido completamente modelada [83]. Varios aspectos de la patología se han identificado
y modelado eficazmente, pero otros aspectos, tales como un modelo más exacto del sistema
inmune y los efectos terapéuticos de los fármacos, están aún siendo objeto de investigación
experimental y teórica más precisa [84, 85, 83, 86].

Por ejemplo, las interacciones dinámicas entre infección viral y el sistema inmunológico
son particularmente complejas [83] y difícil de modelar, ya que hay que tener en cuenta los
efectos de la resistencia y las interacciones entre los medicamentos disponibles. La mayoría
de los individuos infectados no exhiben síntomas por un período largo de tiempo, el llamado
período de incubación. La duración media de este período incluye un período latente (uno
a seis meses) y un período de infección de aproximadamente 10 años (este valor depende de
la edad y de la salud del infectado, y es en general muy variable). Si bien no se conoce la
forma exacta de la distribución asociada con la duración del período de incubación, se ha
observado una gran variabilidad en la misma. Además, hay evidencia de que la infectividad de
los individuos varía con el tiempo durante el cual se ha estado infectado, es decir, con la edad
de la infección. Las formas de transmisión incluyen coito vaginal, coito anal, transfusiones
de sangre y uso de agujas hipodérmicas contaminadas. Es evidente que el entendimiento de
la diversidad de comportamientos sociales y sexuales que determinan el nivel de endogamia
y heterogamia entre los individuos de cada grupo (definidos por dichos comportamientos),
es de fundamental importancia en la evaluación de la propagación (y consecuencias) de las
epidemias del SIDA [87, 88, 89].

La Organización Mundial de la salud estima que hay entre 35 y 40 millones de individuos
infectados en todo el mundo. Si bien las estadísticas en los países en vías de desarrollo no
son totalmente confiables, se estima que la situación en varios países del Africa ha empezado
a alcanzar niveles de infección del VIH peligrosamente altos. La situación en Latinoamérica
no ha sido completamente evaluada, sin embargo, se han observado un número creciente de
casos en países como México, y un número alarmante de casos de SIDA en Brasil. En los
EEUU, donde se tiene un sistema de vigilancia más eficiente, se habían reportado más de
1,200,000 casos, y se estima que más de 1,000,000 de personas han sido infectadas por el VIH.
En los EEUU, más de 50% de los casos reportados de SIDA han fallecido y se espera que la
mayoría de los individuos infectados (90%) fallecerán, debido a complicaciones directamente
asociadas con este tipo de infección, dos o tres años después de exhibir síntomas severos del
SIDA. El efecto de drogas terapéuticas como el AZT ha sido mínimo en la prolongación de
la vida de los enfermos con SIDA (si bien la calidad de vida ha mejorado). El estudio de la
dinámica del virus se ve complicado por una gran variedad de circunstancias.

71
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Varios autores, entre los que se encuentran Castillo-Chavez et al. [[16, 90]] y Greenhalg
et al. [91], han desarrollado modelos que se concentran exclusivamente en la transmisión
sexual del SIDA. En esta sección describiremos un modelo más simple.

Supongamos que los miembros de la población se combinan de una manera homogénea y
que todos los individuos infectados son infecciosos. Además, si bien se supone que la duración
del período de infección es variable, en este modelo todos los individuos infectados son
igualmente capaces de transmitir la infección (es decir, son igualmente infecciosos) y que la
transmisión es a través de contactos homosexuales. En las secciones siguientes describiremos
extensiones de este modelo que incorporan heterogenidad en la mezcla de individuos y
variabilidad en la capacidad de transmitir la infección.

La población de individuos se divide en tres clases epidemiológicas: S, la de los suscepti-
bles; I, la de los infecciosos asintomáticos; y A, la de los portadores (obviamente) sintóma-
ticos. Se supone que los miembros de la clase A no son sexualmente activos, y que, por lo
tanto, son incapaces de transmitir el VIH sexualmente. Λ denota la tasa de reclutamiento de
susceptibles (no hay reclutamiento en los otros grupos); µ denota la tasa de remoción de la
clase de individuos sexualmente activos; d denota la tasa de mortalidad por el SIDA; λ de-
nota el coeficiente de transmisión por amante infeccioso; y C(T ) denota el número promedio
de parejas que un individuo típico puede tener por unidad de tiempo cuando el número de
individuos sexualmente activos es T = S+ I. Generalmente C(T ) es una función creciente
de T cuando T es pequeña y se satura cuando T es grande. El factor I/T denota la probabi-
lidad de que un individuo elegido al azar sea infeccioso. La incidencia (es decir, el número de
casos nuevos de infección por unidad de tiempo) está dado por consiguiente por λC(T )S I

T ;
P (s) representa la probabilidad de que un individuo, dado que sobrevive, es infeccioso s
unidades de tiempo después de haberse infectado. P (s) es, por consiguiente, una función
no negativa y no decreciente; además P (0) = 1, y se supone que

∫∞
0 P (s)ds <∞. Nótese

que −P ′(x) denota la tasa de remoción de individuos del grupo A, x unidades de tiempo
después de haber sido infectados. El modelo con un período de incubación distribuído para
la transmisión sexual del VIH/SIDA es

dS(t)
dt

=Λ−λC(T (t))S(t) I(t)
T (t) −µS(t),

I(t) =I0(t) +
∫ t

0
λC(T (x))S(x) I(x)

T (x)e
−µ(t−x)P (t−x)dx,

A(t) =A0(t) +A1e
−(µ+d)t+

∫ t

0

∫ τ

0
λC(T (x))S(x) I(x)

T (x)e
−µ(t−x)[

−P ′(τ −x)e−(µ+d)(t−τ)
]
dxdτ,

donde las funciones (con soporte compacto) I0(t), A0(t), y la constante A1, tienen el objetivo
de incorporar el conjunto de condiciones iniciales necesarias.

Este modelo generaliza y extiende los modelos de Anderson et al. [92] y de Anderson y
May [93]. Los resultados análiticos que describimos a continuación generalizan y confirman
los resultados locales y las simulaciones númericas para formas específicas de P (s) y C(T (t))
(constantes) utilizadas por Blythe y Anderson [94]. Nuestro modelo tiene dos estados atrac-
tores: el estado libre de infección y el estado endémico. Cuando P (s)e−αs, Castillo-Chavez
et al. [95, 96, 97], han demostrado que el estado libre de infección con coordenadas (Λµ ,0,0)
es un estado globalmente asintóticamente estable si y solo si el número reproductivo básico
R0 ≡ λC

(
Λ
µ

)
1

µ+α ≤ 1. Por otro lado, R0 > 1 garantiza la existencia de un estado endémico
único, el cual es un atractor global para todas las soluciones positivas. Otra vez R0 tiene un
papel central en el estudio de la dinámica de este modelo. En los modelos epidemiológicos
clásicos (vease a Hethcote y Yorke [45]) C(T ) es constante, por consiguiente el teorema
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umbral correspondiente (véase Anderson et al. [92]) no depende del tamaño de la población
sexualmente activa. Nuestro resultado considera los efectos de la densidad de individuos en
modelos para la transmisión de enfermedades venéreas.

Los resultados que hemos establecido cuando P (s) es una función arbitraria (pero bio-
lógicamente razonable) son los siguientes: el estado libre de infección es un atractor global
siempre que el número reproductivo básico R0 ≡ λC

(
Λ
µ

)∫∞
0 e−µsP (s)ds ≤ 1. Si, por otro

lado, se tiene que R0 > 1, entonces, el siguiente sistema (en el que se ignora la ecuación para
A ya que esta no juega ningún papel en el análisis):

dS

dt
= ΛC(T (t))S(t)W (t)

T (t) −µS(t),

I(t) =
∫ t

−∞
λC(T (x))S(x)W (x)

T (x) e
−µ(t−x)PI(t−x)dx,

tiene un estado endémico único, el cual es localmente asintóticamente estable.
Varios aspectos técnicos han sido omitidos en esta sección. Los resultados para la función

arbitraria P (s) correspondiente al caso R0 > 1 son locales y, por consiguiente la región del
espacio de los parámetros donde estos resultados son válidos puede ser muy reducida. Esto
obliga a tomar en consideración el efecto de las condiciones iniciales y por consiguiente,
los resultados que obtenemos son validos únicamente cuando las condiciones iniciales están
“cerca” de los puntos de equilibrio del sistema límite que acabamos de describir para todo
tiempo t. Por otro lado, biológicamente observamos que la infección se puede mantener en
niveles endémicos si y solo si R0 > 1, por lo tanto solo se consideran estrategias de control
que pueden reducir R0 por debajo de su valor crítico.

En el caso del SIDA, no es suficiente considerar una población homogénea ya que la diná-
mica de la enfermedad puede ser seriamente afectada por el hecho de que grupos diferentes
de individuos tienen distintos tipos de comportamientos sociales y sexuales.

En esta sección hemos demostrado que nuestro modelo es cualitativamente robusto y
constituye un buen candidato para la construcción de modelos para poblaciones que se
combinan en una forma heterogénea. En los últimos años se han desarrollado varios modelos
que incorporan formas arbitrarias de estructuras sociales y sexuales. Este es el tema del
siguiente capítulo.





Capítulo 8
Estructura social

El caso de la Gonorrea

La gonorrea es una enfermedad venérea relativamente fácil de transmitir. La mayoría
de los hombres infectados exhiben síntomas pero un gran número de mujeres no. Esta
asintomatología tiene consecuencias médicas serias incluyendo inflamación de la pelvis la
cual puede causar la esterilidad de la mujer infectada. Aparentemente la probabilidad de
transmisión por contacto es asimétrica, siendo mucho más alta para hombres infectados que
para mujeres infectadas. Aunque la gonorrea es fácilmente tratable con el uso de antibióticos,
debido a la gran incidencia de casos en todo el mundo, formas de gonorrea resistentes a los
antibióticos han empezado a aparecer. Recientemente, B. R. Morin y colaboradores han
publicado un modelo de la transmisión de la gonorrea (en una población de gran actividad
homosexual entre hombres (HSH)), donde se estudia el impacto de un comportamiento
seguro en la dinámica de la prevalencia de la gonorrea [98]. En un trabajo más reciente [99],
un modelo matemático fue diseñado para investigar la interacción entre la gonorrea y el VIH
en presencia de terapia antirretroviral y en presencia del tratamiento de la gonorrea. En este
trabajo además se estudia el impacto de la gonorrea y su tratamiento en la dinámica del
VIH. Hethcote y Yorke (1984) [45] en una monografía excelente describen el uso de modelos
matemáticos para el control de la gonorrea en los EEUU. Los resultados de Hethcote y
Yorke constituyen uno de los mejores ejemplos de la aplicación de modelos matemáticos en
el control de epidemias.

Tradicionalmente los modelos clásicos de gonorrea han considerado poblaciones de indi-
viduos que no varían con el tiempo, es decir, las subpoblaciones que se mezclan (social y
sexualmente) y que tienen un tamaño constante. Esta suposición ha sido muy útil en la
evaluación de los méritos relativos de varias medidas de control; sin embargo, no es apro-
piada en situaciones donde se desea evaluar el impacto que tienen en la transmisión de
enfermedades venéreas las diferentes estructuras sociales y sexuales [100].f La suposición de
que las subpoblaciones que interactuan tienen siempre el mismo número de individuos es
equivalente a la suposición de que las probabilidades de combinación entre grupos (o entre
individuos de grupos diferentes) son constantes. Por lo tanto, el análisis realizado bajo esta
suposición es solamente válido para poblaciones que han alcanzado un estado de equilbrio
[101].

Aquí, se considera una población de individuos heterosexuales sexualmente activos. La
población se subdivide en clases o subpoblaciones basadas en el sexo, raza, nivel socioeco-
nómico, nivel promedio de actividad sexual, etc., de sus individuos. Modelos que incorporan
otros factores como la edad de los individuos, la edad de la infección, variabilidad en infecti-
vidad, y la duración de las relaciones entre parejas, también pueden ser desarrollados (veáse
a Busenberg y Castillo-Chavez, 1989, 1991 [[16], [90], [10]]. Para el modelo se consideran
N subpoblaciones de mujeres y L subpoblaciones de hombres sexualmente activos. Cada
subpoblación es dividida en dos clases epidemiológicas: Smj (t) y Shi (t) (mujeres y hombres
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suceptibles, es decir, no infectados y sexualmente activos, al tiempo t); Imj (t) y Ihi (t) (muje-
res y hombres infectados e infecciosos al tiempo t); con j = 1, ...,N e i= 1, ...,L. Por lo tanto
el número total de individuos sexualmente activos de cada sexo y en cada subpoblación al
tiempo t están representados por Tmj (t) = Smj (t) + Imj (t) y Thi (t) = Shi (t) + Ihi (t).
Bmj (t) y Bhi (t) denotan las tasas de incidencia del grupo j de mujeres y del grupo i

de hombres al tiempo t; es decir, el número de nuevos casos por unidad de tiempo. Las
expresiones para Bmj (t) y Bhi (t) están dadas por funciones complicadas que dependen de la
frecuencia y el tipo de interacción sexual entre mujeres susceptibles del grupo j, hombres
susceptibles del grupo i, y todos los individuos (del sexo opuesto correspondiente) de todos
los otros grupos.

Si Λmj y Λhi denotan las tasas de reclutamiento (que se suponen constantes), µmj y
µhi denotan las tasas (constantes) de remoción de la población sexualmente activa, y γmj
y γhi denotan las tasas (constantes) de recuperación (o curación) de la gonorrea. Podemos
formular fácilmente el siguiente modelo para la dinámica de la transmisión de la gonorrea
en una población heterosexual compuesta de L×N grupos

dSmj (t)
dt

= Λmj −Bmj (t)−µmj Smj (t) +γmj I
m
j (t),

dImj (t)
dt

=Bmj (t)− (γmj +µmj )I(t)mj ,

dShi (t)
dt

= Λhi −Bhi (t)−µhi Shi (t) +γhi I
h
i (t),

dIhi (t)
dt

=Bhi (t)− (γhi +µhi )I(t)hi ,

donde i= 1, ...,L y j = 1, ...,N .
Claramente, este modelo estará determinado completamente cuando se proporcionan ex-

presiones explícitas para las incidencias Bmj (t) y Bhi (t). Las funciones que describen las
incidencias serán construídas en dos etapas: primero las expresaremos como funciones de
las probabilidades de apareamiento pij(t) y qji(t): i= 1, ...,L y j = 1, ...,N ; y en la sección
siguiente, estas probabilidades de apareamiento serán descritas a través de un sistema axio-
mático desarrollado para describir matemáticamente las relaciones sociales y sexuales de
una población heterosexual.

Empezamos con las siguientes definiciones:

a) pij(t): denota la proporción de parejas que los hombres del grupo i forman con el grupo
de mujeres j | dado que formaron una pareja al tiempo t.

b) qji(t): denota la proporción de parejas que las mujeres del grupo j forman con el grupo
de hombres i | dado que formaron una pareja al tiempo t.

c) Thi (t): el número de hombres sexualmente activos del grupo i al tiempo t.
d) Tmj (t): el número de mujeres sexualmente activas del grupo j al tiempo t.
e) ci: el número medio de parejas que los hombres del grupo i forman por unidad de tiem-

po. Por simplicidad se supone que este parámetro es constante. Esta suposición es muy
limitante y no es esencial (véase a Hsu Scmitz, [102], [102]).

f) bj : el número medio (constante) de parejas que las mujeres del grupo j forman por unidad
de tiempo, por simplicidad se supone que este parámetro es constante.

g) βhi : el coeficiente de transmisión (constante) de hombres infecciosos del grupo i,
h) βmj : el coeficiente de transmisión (constante) de mujeres infecciosas del grupo j,

Al hacer uso de estas definiciones obtenemos las siguientes expresiones para las tasas de
incidencia:
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Bhi (t) = ciS
h
i (t)

N∑
j=1

βmj pij(t)
Imj (t)
Tmj (t) ,

Bmj (t) = cjS
m
j (t)

N∑
i=1

βhi qji(t)
Ihi (t)
Thi (t)

.

En el capítulo siguiente discutiremos maneras de seleccionar sistemáticamente formas
específicas para las probabilidades de apareamiento.





Capítulo 9
Sistema Axiomático de apareamiento

Sistema Axiomático de estructuras de apareamiento

Soluciones especiales para las probabilidades o modos de apareamiento para poblacio-
nes homosexuales fueron obtenidas por Nold (1980) [103], Hethcote y Yorke [45], Hyman y
Stanley [104, 105], Jacquez et al. [106, 107], Castillo-Chávez y Blythe [16]. Un teorema de
representación que describe todos los modos posibles de apareamiento como perturbaciones
multiplicativas de apareamientos aleatorios (apareamiento proporcional) fue obtenido por
Busenberg y Castillo-Chávez (1991) [10]. Modelos que describen la dinámica de parejas he-
terosexuales, no sólo de individuos, han sido desarrollados en un contexto demográfico por
Kendall [108, 109, 110]. Otro ejemplo importante de su uso se encuentra en el trabajo con
motivación genética [111, 112]. La formulación de un sistema axiomático para la descripción
de la formación de parejas se encuentra en los trabajos de Fredrickson [113] y McFarland
[114]. Aplicaciones del sistema axiomático de Fredrickson-McFarland a modelos epidemio-
lógicos ha sido llevado a cabo por Dietz [115], Dietz y Hadeler [116], Castillo-Chavez [16],
Busenberg y Castillo-Chávez [10], Castillo-Chávez et al. [117]. A continuación discutimos
un sistema axiomático para la descripción de los procesos de formación de parejas heterose-
xuales ([10], y Castillo-Chávez et al. [117]). Al utilizar las probabilidades de apareamiento
pij(t) y qji(t): i= 1, ...,L y j = 1, ...,N podemos describir en forma axiomática el proceso de
formación de parejas en una población heterosexual.

Definición 1. (pij(t), qji(t)) se llaman probabilidades de apareamiento/combinación de
parejas, si y sólo si, satisfacen las siguientes propiedades para todo tiempo t:
(A1) 0≤ pij ≤ 1, 0≤ qji ≤ 1,

(A2)
∑N
j=1 pij = 1 =

∑L
i=1 qji ,

(A3) ciT
m
i pij = bjT

f
j qji, i= 1, . . . ,L, j = 1, . . . ,N ,

(A4) Si para algún valor de i, 0 ≤ i ≤ L o para algún valor de j, 0 ≤ j ≤ N se tiene que
cibjT

h
i T

m
j = 0 entonces pij ≡ qji ≡ 0.

Nótese que (A3) puede ser interpretada como una ley de conservación del número de
parejas formadas por unidad de tiempo o como una propiedad de reversibilidad de grupos,
mientras que (A4) asegura que la mezcla de subpoblaciones no-existentes o sexualmente
inactivas no puede definirse de una manera arbitraria. Debemos aclarar que la propiedad
(A3) se satisface con tasas de contacto constantes solamente en situaciones muy específicas.
Para que estas tasas se puedan satisfacer en situaciones más generales, se debe de modificar
la suposición de que las tasas de apareamiento sean constantes. Por ejemplo se puede suponer
que las tasas de contacto o apareamiento dadas por los vectores c y b son funciones de las
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variables (vectores) de estado Th y Tm. Esta suposición permite que la propiedad (A3) se
cumpla para todo tiempo t si se escogen formas funcionales adecuadas. Si se insiste en que
las tasas de contacto o apareamiento de un sexo sean constantes, digamos se desea que las
tasas dadas por el vector c sean constantes, entonces las tasas de apareamiento del otro
sexo, en este caso las b, se deben de reemplazar por

b∗i =
∑
ciT

h
i∑

bjTmj
bi. (9.1)

Es decir b se debe de reemplazar por una función de {Thi ,Tmj }. Esta sustitución resuelve
todos los problemas pero incluye la suposición implícita que uno de los sexos (en este caso
el masculino) tiene todas las ventajas y toma todas las decisiones. La realidad obviamente
es muy diferente y mucho más complicada. Detalles de estas y otras variaciones se pueden
encontrar en los trabajos de Castillo-Chávez et al. [117] y Hsu Scmitz [118]. A continuación
se supondrá que las tasas de aparamiento o contacto son constantes con el objetivo de sim-
plificar la discusión; nótese sin embargo que los resultados no cambian (matemáticamente)
si bien se necesitaría cambiar los detalles.

En el caso del modelo para la gonorrea que se describió anteriormente así como en la ma-
yoría de los modelos deterministas que modelan la transmisión de enfermedades venéreas,
las subpoblaciones sexualmente activas no se extinguen sino que permanecen sexualmente
activas para todo el tiempo. Ahora procedemos a calcular una clase de soluciones útiles, que
satisfacen los axiomas (A1) - (A4), las llamadas soluciones de Ross.

Definición 2. Una probabilidad de apareamiento para una población heterosexual es
llamada separable si y sólo si

pij = fipj , qji = gjqi.

Esta definición nos conduce a una caracterización útil de las probabilidades de aparea-
miento separables.

Teorema 1. La única solución separable es la solución de Ross dada por (p̄j , q̄i) con

p̄j =
bjT

m
j∑N

i=1 biT
m
i

, q̄i = ciT
h
i∑L

j=1 cjT
h
j

; j = 1, . . . ,N, i= 1, . . . ,L.

Demostración. Al utilizar (A2) tenemos que

1 = gj

L∑
i=1

qi = gj
1
k
, k constante,

1 = fj

N∑
j=1

qj = fi
1
l
, l constante,

lo que implica que gj = k y fi = l. Por lo que se cumple

qji = gjqi = kqi ≡ q̄i (9.2)
pij = fipj = lpj ≡ p̄j . (9.3)

Si (9.2) y (9.3) se sustituyen en (A3) tenemos que

ciT
h
i lpj = bjTjmkqi o ciT

h
i p̄j = bjT

m
j qi.

Si sumamos sobre todos los valores de i, entonces
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p̄j

L∑
j=1

ciT
h
i = bjT

m
j

L∑
i=1

q̄i = bjT
m
j ,

y utilizamos (9.1),tenemos que

p̄j =
bjT

m
j∑N

i=1 biT
h
i

j = 1, . . . ,N. (9.4)

Sumando sobre todos los valores de j se tiene que

ciT
h
i

N∑
j=1

p̄j = q̄i

N∑
j=1

bjT
m
j

o de forma equivalente

ciT
h
i = q̄i

N∑
j=1

bjT
m
j ,

y utilizando la ecuación (9.1) obtenemos la relación

q̄i = ciT
h
i∑N

j=1 cjT
m
j

i= 1, . . . ,L. (9.5)

Es inmediatamente claro que (9.4) y (9.5) satisfacen los axiomas de apareamiento de
mezcla, por lo tanto (p̄j , q̄i) satisface (A1) - (A3), y por definición satisface (A4).

Nota. De (A3) se sigue que
pij
qji

=
bjT

m
j

ciThi
= p̄j
q̄i
,

y al utilizar (A4) se observa que el soporte (es decir el conjunto de valores donde no es igual
a cero) de toda función de mezcla de dos sexos está contenido en el suporte de la solución
de Ross:(p̄j , q̄i).

Busenberg y Castillo-Chávez [10] caracterizaron a todas las soluciones de los axiomas
(A1) - (A4) por medio de perturbaciones multiplicativas de las soluciones de Ross. Estas
perturbaciones se definen por medio de dos matrices, Φh = {φhij} y Φm = {φmji}. Con las
matrices Φh y Φm (donde la h se refiere a hombres y la m a mujeres) definimos las prefe-
rencias y/o afinidades de diversas clases de individuos de cada sexo por los otros tipos del
sexo opuesto. Estas matrices de preferencia pueden cambiar con el tiempo o como resultado
de cambios en las frecuencias de los diferentes tipos de individuos en la población bajo es-
tudio. Estas matrices se llamarán la matriz femenina y la matriz masculina de preferencia,
respectivamente. Con el propósito de ilustrar el uso de estas matrices, primero formula-
remos explícitamente el teorema de representación de funciones de apareamiento que fue
establecido por Busenberg y Castillo-Chávez [10]. La formulación de este resultado requiere
la definición de las siguientes expresiones

lhi =
N∑
j=1

p̄iφ
h
ij , Rhi ≡−lhi , V h ≡

L∑
i=1

q̄iR
h
i ,

lmj =
L∑
i=1

q̄iφ
m
ji , Rmj ≡−lmj , Vm ≡

N∑
j=1

p̄jR
m
j .

Teorema 2. Dada una función de apareamiento (P,Q) se pueden encontrar dos matrices
Φh y Φm, que nos permiten expresar las probabilidades de apareamiento como perturbacio-
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nes de las soluciones de Ross. Explícitamente, se tiene que:

Pij = p̄j

[
Rmj R

h
i

Vm
+φhij

]
y Qji = q̄i

[
Rhi R

m
j

V h
+φmji

]
(9.6)

con 0≤Rhi ≤ 1 y 0≤Rmj ≤ 1 para i= {1, . . . ,L}, j = {1, . . . ,N}. Además

L∑
i=1

lhi q̄i ≤ 1 y
L∑
i=1

lhi q̄i ≤ 1, si y sólo si, φhij = φmji +Rhi R
m
j

[
1
V h
− 1
Vm

]
.

si y sólo si

φhij = φmji +Rhi R
m
j

[
1
V h
− 1
Vm

]
. (9.7)

Las condiciones 0≤Rhi ≤ 1 y 0≤Rmj ≤ 1 son equivalentes a las condiciones 0≤ lhi ≤ 1 y
0≤ lmj ≤ 1; por lo tanto las desigualdades

L∑
i=1

lhi q̄i ≤ 1 y
L∑
i=1

lhi q̄i ≤ 1

garantizan que V h > 0 y que Vm > 0. La expresión (9.6) revela que las matrices Pij y Qji
están dadas por funciones implícitas de las frecuencias (y por consiguiente del tiempo). La
relación dada por la ecuación (9.7) revela la relación implícita forzada por (A3) entre los
elementos de Φh y Φm. Si dejamos que

P̄ =

 p̄1
...
p̄N

 y Q̄ =

 q̄1...
q̄L

 ,
es decir, si usamos notación matricial, se puede observar que la relación (9.7) es de la forma

Φh = ψ(P̄,Q̄,Φm,Φh), (9.8)

donde los elementos de ψ se definen coordenada por coordenada utilizando la relación da-
da por (9.7). La expresión no lineal dada por (9.8) resume sucintamente las restricciones
impuestas por (A3) en los modos de apareamiento.

Concluímos este capítulo enunciando un resultado útil que nos puede ayudar a clarificar
el papel de las matrices de afinidad/preferencia Φh y Φm.

Teorema 3. Si φhij = α, 0≤< 1 ∀i, j, o si φmji = β , ∀j, i; α y β constantes, entonces se
tiene que Pij = p̄j and Qji = q̄i. Es decir, la ecuación (9.6) se reduce a la solución de Ross.
Esto es, si no hay variación en las matrices de afinidad/preferencia, entonces la población
se mezcla de una manera aleatoria.

Notas.

1. En el sistema axiomático para el apareamiento de homosexuales, la única solución sepa-
rable es la de apareamiento proporcional.

2. Varias soluciones particulares para poblaciones homosexuales han sido discutidas en la
literatura. Estas incluyen la de apareamiento preferido, apareamiento entre similares, etc.,
(véase a Nold [103], Hethcote y Yorke [45], Castillo-Chávez y Blythe [16], Jacquez et al.
1988, 1989, Hyman y Stanley [105].
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3. Hsu Schmitz, Busnberg, and Castillo-Chávez han demostrado que es posible caracterizar
todos los modos de apareamiento dados por la ecuación (9.6) utilizando sólo la matriz de
preferencia/afinidad de un sexo (ver Hsu Scmitz [118]).





Capítulo 10
SIDA con infectividad variable

Modelos para la transmisión del SIDA con infectividad variable

En este capítulo discutiremos brevemente una de las varias formas de incorporar la edad
de la infección y la infectividad variable en modelos para la propagación del SIDA. La
notación que se utilizará es la misma que la del capítulo 7.

La mayoría de los modelos epidemiológicos suponen que todos los individuos infecciosos
son igualmente capaces de transmitir la infección. Esta suposición es razonable en el estu-
dio de enfermedades directamente transmisibles (comunicables) como la influenza (véase a
Castillo-Chávez et al. [16], [90] y las referencias citadas en estos artículos) o en el estudio
de enfermedades venéreas como la gonorrea (véase a Hethcote y Yorke [45] y las referencias
citadas en este libro).

La epidemia del SIDA ha forzado a los investigadores a estudiar los efectos de la va-
riabilidad mostrada por la infectividad individual en la transmisión del VIH. Los datos
experimentales de Francis et al. [119], Salahuddin et al. [120], y Lange et al. [121], han
aportado información relativa a la forma que la curva de infectividad posee. Estos estudios
han dado gran ímpetu a la teoría de las dos modas que describiremos a continuación. Una
vez que un individuo ha sido infectado, hay un período latente de 2 a 4 meses, el cual es
seguido por un incremento notable en el nivel de anticuerpos contra el virus (primer moda).
Este período tiene un duración aproximada de 6 meses, después del cual se observa una
reducción en el nivel de anticuerpos de los individuos infectados. Los niveles permanecen
muy bajos por períodos muy largos de tiempo (supuestamente 7 u 8 años). Finalmente,
aproximadamente un año antes de la aparición de síntomas severos del SIDA, se observa un
aumento sustancial en el nivel de anticuerpos contra el virus (la segunda moda). Si bien,
estrictamente no es posible identificar el nivel de anticuerpos contra el virus en la sangre
con los niveles de infectividad, los datos nos proporcionan razón suficiente para estudiar los
posibles efectos de la infectividad variable a través de modelos matemáticos. El propósito
de estos estudios matemáticos, es el de clarificar qué tan importante es el conocimiento de
esta curva de infectividad para el entendimiento de la dinámica del SIDA. Obviamente, no
se pueden realizar experimentos con un grupo de individuos para documentar la curva de
infectividad. Es precisamente en estas situaciones que no tenemos otras alternativas mas
que utilizar modelos matemáticos.

Simulaciones númericas de modelos que incorporan infectividad variable (véase a Hyman
y Stanley [[104], [105]]) han demostrado que los comportamientos transitorios son muy
sensibles a la forma y la ocurrencia de la primera moda. Sin embargo, todas las simulaciones
publicadas indican el mismo comportamiento cualitativo indicado en el capítulo 7, es decir,
las soluciones convergen (si R0 > 1) hacia un punto de equilibrio endémico. Las simulaciones
de Hyman y Stanley [[104], [105]] indican el mismo comportamiento cualitativo aún con la
presencia de heterogeneidad en el comportamiento sexual (véase a Castillo-Chávez et al.
[95], [96] y Huang et al. [122]). La discusión del capítulo 7 indica que las interacciones
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entre períodos de incubación distribuidos y actividad sexual promedio no lineales (función
del tamaño de la población sexualmente activa) no son suficientes para generar soluciones
oscilatorias (por lo menos a través de una bifurcación de Hopf). En esta sección discutiremos
brevemente el efecto en los resultados del capítulo 7 si añadimos infectividad variable a una
población que se mezcla en forma homogénea.

Incorporaremos los siguientes ingredientes en nuestro modelo matemático:

i) Una relación funcional no lineal entre la actividad sexual media por individuo (per capita)
y el tamaño de la población sexualmente activa.

ii) Una estratificación de la población infectada de acuerdo a su edad de infección; es decir,
se considera el efecto de la duración de la infección.

iii)Una tasa de remoción de la clase infectada que depende de la edad de la infección y por lo
tanto que depende de cómo los individuos son afectados por la duración de la infección.

iv)Una infectividad que depende de la edad de la infección.

Los primeros tres ingredientes de este modelo son los mismos de Castillo-Chávez et al.
[95], [96],[97] y del capítulo 7, pero la estratificación de acuerdo a la edad de la infección
no fue incorporada explícitamente. El cuarto ingrediente ha sido añadido para estudiar los
efectos de la infectividad que dependen de la edad de la infección y las consecuencias de esta
infectividad en combinación con otros mecanismos.

Específicamente, dividimos la población en tres grupos: S (susceptibles), I (VIH infec-
tados, pero sin síntomas severos), y A (con síntomas severos del SIDA). Los individuos en
la clase A se consideran sexualmente inactivos y se supone que los individuos sexualmente
activos, es decir los individuos en las clases S e I, escogen a sus parejas al azar.

En este modelo, t denota al tiempo, mientras que τ denota la duración o edad de la
infección. La unidad de tiempo que elegimos está dada por la duración del período medio de
actividad sexual de los individuos sin síntomas severos del SIDA. Individuos son reclutados
en la clase S con una tasa constante Λ. Suponemos que la duración del período de actividad
sexual (de los individuos en la clase S e I) está distribuída exponencialmente y que, por lo
tanto, la tasa de remoción de actividad sexual está dada por la constante µ. Nótese que la
duración media de la vida sexual de un individuo es 1/µ, nuestra unidad de tiempo, y por lo
tanto µ= 1. Los individuos infectados con edad de la infección τ dejan de ser sexualmente
activos debido a los efectos del VIH con una tasa α(τ). Por consiguiente la probabilidad de
que un individuo sexualmente activo siga siéndolo dado que se infectó hace τ unidades de
tiempo está dado por

e
−τ−

∫ τ
0
α(ρ)dρ

.

Estratificamos a la población de acuerdo con su edad de la infección de tal forma que

I(t) =
∫ ∞

0
i(t,τ)dτ,

donde i(t,τ) denota la densidad de edades de individuos infectados. La probabilidad de que
una pareja elegida al azar sea un individuo con edad de infección τ es

i(t,τ)
T (t) ,

donde T (t) = S(t) + I(t) nos da el número de individuos sexualmente activos al tiempo
t. Suponemos que un susceptible típico contrae la infección de una pareja infectada de
edad τ con un riesgo promedio λ(τ). Por consiguiente la probabilidad de que un individuo
susceptible típico se infecte al tiempo t (dado que tuvo un contacto sexual con un infectado
al tiempo t) está dado por la expresión

W (t)
T (t) ,
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donde
W (t) =

∫ ∞
0

λ(τ)i(t,τ)dτ.

La actividad sexual media es calculada a través del número de contactos C(T ) que un
individuo típico tiene por unidad de tiempo. Además se supone que este número es función
del número de individuos sexualmente activos al tiempo t, es decir, T (t). Al utilizar las
definiciones anteriores obtenemos la siguiente expresión para la incidencia (el número de
nuevos casos de infección por unidad de tiempo):

B(t) = C(T (t))S(t)W (t)
T (t) .

Análogamente a muchos ejemplos anteriores, formulamos el siguiente modelo matemático
para la transmisión del VIH en una población estructurada por la edad de la infección:

dS(t)
dt

= Λ−B(t)−S(t); (10.1)(
∂

∂t
+ ∂

∂t

)
i(t,τ) =−(1 +α(τ))i(t,τ); (10.2)

i(t,0) =B(t) = S(t)C(T (t))W (t)
T

; (10.3)

T = I+S; (10.4)

I(t) =
∫ ∞

0
i(t,)d; (10.5)

W (t) =
∫ ∞

0
λ(τ)i(t,τ)dτ ; (10.6)

dA(t)
dt

=
∫ ∞

0
α(τ)i(t,τ)dτ − (1 +ν)A(t). (10.7)

Si bien A, el número de individuos que desarrollan síntomas severos del SIDA (que están
tan enfermos que no son sexualmente activos) no juegan ningún papel en la dinámica de
la epidemia, hemos proveído una fórmula que proporciona el número de individuos en esta
clase al tiempo t, debido a que éste es uno de los números que se puede comparar con los
datos obtenidos por las oficinas de salud pública. Nótese que ν denota la tasa de mortalidad
de aquellos individuos que tienen síntomas severos de SIDA. Observamos que la suposición∫ ∞

0
α(τ)dτ <∞,

en este modelo nos permite considerar la posibilidad de que algunos individuos nunca al-
cancen la clase A.

En esta capítulo suponemos que α(τ) es una función medible y no negativa; λ(τ) es
una función de la edad de la infección integrable y no negativa; C(T ) es una función no
decreciente de T , con C(T )> 0 siempre que T > 0. Después suponemos que la función

M(T ) = C(T )
T

,

no es una función creciente de T , es decir, C(T ) crece en una forma sublineal que refleja un
proceso de saturación.

Hay varias maneras de analizar el problema (10.1) - (10.6). Cada una de ellas tiene sus
propias ventajas. La primera reformula el sistema (10.1) - (10.6) como un sistema abstracto
de ecuaciones diferenciales. Esta reformulación nos provee con un sistema dinámico en tér-
minos de S e I útil, si uno desea estudiar la inestabildad o persistencia de las soluciones.
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La segunda reformulación se obtiene al integrar el sistema (10.1) - (10.6) a lo largo de sus
curvas características (ver a Webb [123]), generando de esta manera el mismo sistema diná-
mico pero de una manera diferente. La tercera reformulación, también se obtiene al integrar
el sistema (10.1) - (10.6) sobre las curvas características pero en esta ocasión se reduce al
siguiente sistema de ecuaciones integrales:

S = Λ−B∗P1 +f1, (10.8)
V =B∗Pα+1 +f2, (10.9)
W =B∗Q+f3, (10.10)
B = SM(S+V )W. (10.11)

Aquí, hemos utilizado la notación siguiente:

Pα(τ) = e
−
∫ τ

0
α(s)ds

,

Q(τ) = λ(τ)Pα+1(τ),

(B∗P )(t) =
∫ t

0
B(t−s)P (s)ds,

f1(t) = (S(0)−Λ)e−t,

f2(t) =
∫ ∞
t

i(0, τ − t) Pα+1(τ)
Pα+1(τ − t)dτ,

f3(t) =
∫ ∞
t

i(0, τ − t)λ(τ) Pα+1(τ)
Pα+1(τ − t)dτ,

M(T ) = C(T )
T

.

Nótese que: fj → 0, t→∞. P1 y Pα+1 se define de forma analoga a Pα.
Algunas de las cantidades que se acaban de definir tienen un significado intuitivo. Por

ejemplo, P (s) = e−s nos da la probabilidad de que un individuo sano (es decir que no ha
entrado en la clase A) es todavía sexualmente activo s unidades de tiempo después de haber
ingresado en la clase de individuos sexualmente activos. Pα+1(τ) nos da la probabilidad
de que un individuo con edad de infección todavía es sexualmente activo. Si sustituímos
la ecuación (10.11) en las ecuaciones (10.8), (10.9), y (10.10), obtenemos un sistema de
ecuaciones integrales de convolución del tipo Volterra que ha sido bastante estudiado. Si
por otro lado sustituímos las ecuaciones (10.8), (10.9), y (10.10) en la ecuación (10.11)
entonces reducimos el sistema a una ecuación integral que si bien no es de tipo Volterra
tiene la ventaja de ser una ecuación escalar.

De la ecuación (10.1) notamos que S(t) permanece positiva (no negativa) si S(0) tiene
la propiedad correspondiente. Fácilmente se puede uno asegurar que la no negatividad es
preservada por el flujo del sistema. Si integramos la ecuación (10.2) y la combinamos con la
ecuación (10.1) obtenemos la siguiente desigualdad diferencial:

dT

dt
≤ Λ−T,

y por consiguiente, la cota apriori :

S(t), I(t)≤ T (t) = S(t) + I(t)≤ Λ+ (T (0)−Λ)e−t. (10.12)

Al utilizar la teoría desarrollada en Webb [123] o al aplicar los métodos estándares de punto
fijo al sistema (10.8), (10.11), se puede demostrar que el modelo está bien formulado mate-
máticamente, es decir, dadas condiciones iniciales no negativas, hay una solución no negativa
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única asociada con estas condiciones iniciales. Además, la solución depende continuamente
de las condiciones iniciales, y las funciones S, I, W , B son continuas y satisfacen la cota
apriori dada por (10.12).

Ahora procedemos a discutir los estados estacionarios posibles: el estado libre de infección
y el estado endémico. Estas soluciones son importantes debido a que sus existencias (como se
ha visto en los capítulos anteriores) están íntimamente conectadas al número reproductivo
básico R0, y porque estos puntos de equilbrio son los que generalmente determinan el com-
portamiento asintótico del modelo. Aquí demostramos que cuando R0 < 1, la enfermedad
desaparece mientras que si R0 > 1, la enfermedad persiste. Si la enfermedad persiste, hay un
equilibrio endémico único que es localmente asintóticamente estable cuando R0 es un poco
mayor que 1, pero que pierde su estabilidad cuando R0 aumenta. Aún cuando el punto de
equilibrio endémico sea inestable, este punto de equilibrio puede ser un buen indicador de la
severidad de la enfermedad. Por ejemplo, en este modelo se puede demostrar que la inciden-
cia fluctúa alrededor del punto de equilibrio endémico (véase Thieme and Castillo-Chávez
[124]).

Empezamos nuestro análisis al notar que el sistema (10.1) - (10.6) siempre tiene el punto
de equilibrio libre de la infección

S0 = Λ, I0 = 0, W0 = 0, B0 = 0, i0 = 0.

Para demostrar la existencia de un punto de equilibrio endémico del sistema (10.1) - (10.6)
tenemos que estudiar las soluciones del sistema algebráico:

S∗ = Λ−B∗, (10.13)
I∗ =B∗P̂α+1(0), (10.14)
W ∗ =B∗Q̂(0), (10.15)

B∗ = S∗

T ∗
C(T ∗)W ∗, T ∗ = S∗+ I∗. (10.16)

Aquí hemos utilizado a la transformada de Laplace para simplificar la notación; es decir,

Q̂(z) =
∫ ∞

0
e−zτQ(τ)dτ,

P̂α+1(z) =
∫ ∞

0
e−zτ P̂α+1(τ)dτ.

Al sustituir la ecuación (10.15) en la ecuación (10.16) y al dividir por B∗ (la cual se supone
que es positiva), obtenemos la siguiente ecuación

1 = S∗

T ∗
C(T ∗)Q̂(0), T ∗ = S∗+ I∗. (10.17)

Si introducimos la cantidad adimensional (la proporción de los individuos infectados),

ξ = I∗

T ∗
,

y utilizamos las ecuaciones (10.13), (10.14), y la definición de T ∗,

S∗

T ∗
= 1− ξ, T ∗ = Λ

1 +
(

1
P̂α+1(0) −1

)
ξ
.

Al sustituir estas expresiones en la primera ecuación de la expresión (10.17) obtenemos
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1 = (1− ξ)C Λ

1 +
(

1
P̂α+1(0) −1

)
ξ
Q̂(0). (10.18)

Debido a que C(T ) es una función monótona no decreciente de T , y debido a que 1> P̂α+1(0),
concluímos que el miembro derecho de la ecuación (10.18) es una función estrictamente
decreciente de ξ. Por consiguiente, cuando ξ = 0, el miembro derecho de la ecuación (10.18)
da el número reproductivo básico R0, es decir, el valor del número reproductivo cuando
todo mundo es susceptible (evaluado en el punto de equilibrio libre de la infección):

R0 = C(Λ)Q̂(0).

R0 proporciona el número promedio de infecciones secundarias que un individuo infeccioso
típico es capaz de generar si se introduce en una población donde todo mundo es susceptible
(es decir, en una población donde no hay infección). Al utilizar el teorema del valor medio
obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1. Si R0 ≤ 1, hay un solo punto de equilibrio, el estado libre de la infección. Si
R0 > 1, hay también un segundo punto fijo; específicamente, hay un estado endémico único.

Este teorema no nos provee con una relación entre el número reproductivo y la dinámica
de la infección. Sólo proporciona la información necesaria concerniente a la existencia de un
estado de equilibrio donde la infección persiste. El teorema siguiente parcialmente conecta
la dinámica del sistema al número reproductivo.

Teorema 2. Supongamos que R0 < 1; entonces el estado libre de la infección es global-
mente atractivo. En particular tenemos que

B(t), I(t),W (t)→ 0, S(t)→ Λ cuando t→∞.

Bosquejo de la demostración. Al aplicar el lema de Fatou a las ecuaciones (10.10) y
(10.11), y al utilizar la cota dada por (10.12) y el hecho de que C es no decreciente obtenemos
que

ĺım
t→∞

supB(t)≤R0 ĺım
t→∞

supB(t).

Este cálculo garantiza el resultado del teorema.
En general, no es posible obtener resultados de convergencia global si R0 > 1. Sin em-

bargo, uno puede demostrar que si una trayectoria no es atraída por un estado de equilibrio
endémico, entonces oscila alrededor de este punto de equilibrio.

Teorema 3. Los siguientes resultados se satisfacen si R0 > 1:

a) ĺım
t→∞

supB(t)≤B∗.

Si λ(τ) 6= 0 y τ+ es el valor más pequeño de τ̃ tal que λ(τ) = 0 para casi todo τ ≥ τ+. Y si
dejamos que ∫ τ+

0
i(0, τ)dτ > 0,

entonces tenemos que

b) ĺım
t→∞

supB(t)≥B∗.

La demostración de éste y otros resultados de este tipo se encuentran en Thieme y Castillo-
Chávez [124].

Resultados similares pueden ser derivados para S, I, y W . Nótese, sin embargo, que el
Teorema 3 no nos permite decidir si I, el número total de individuos infectados, está acotado
inferiormente por cero cuandoR0 > 1, y si esta cota depende o no de las condiciones iniciales.
Para responder a esta pregunta es mejor utilizar una reformulación del modelo (10.1) - (10.6)
que sea adecuada para aplicar la teoría de sistemas dinámicos. Se puede utilizar la teoría
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de la persistencia de soluciones de Hale y Waltman en nuestra situación [125]. La parte
(b) del Teorema 3 implica la satisfacción de la condición (4.2) del Teorema 4.1 de Hale y
Waltman [125]. Por consiguiente, si combinamos estas observaciones con la ecuación (20)
concluímos que el flujo de la solución tiene un atractor acotado. Al utilizar metódos descritos
en Webb ([123], proposición 3.16) uno puede demostrar que la solución del sistema dinámico
es asintóticamente suave. Además, el flujo en la frontera, cuando i= 0, es atraído al estado
libre de la infección. Los resultados de Hale y Waltman ([125], Teorema 4.2) nos ayudan a
concluír lo siguiente:

Teorema 4: Si R0 > 1 y λ(τ) 6= 0, y τ+ es el valor más pequeño de τ̃ para el cual λ(τ) = 0
para casi todo τ ≥ τ̃ . Y si además ∫ τ+

0
i(0, τ)dτ > 0,

entonces concluímos que
ĺım
t→∞

infI(t)> ε > 0,

donde ε no depende de las condiciones iniciales.
Desafortunadamente, la teoría de persistencia de soluciones de sistemas dinámicos no nos

dice si B y W están acotados inferiormente por arriba de cero.





Capítulo 11
Transmisión de la Influenza

Modelo discreto

Diferentes estudios han sido realizados con el objeto de analizar brotes de influenza y
sus medidas de control [7, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132]. Algunos de estos estudios
incluyen por ejemplo: el impacto del transporte masivo en la transmisión de la influenza
[129] o el uso de medidas de control tales como tratamiento, vacunación o distanciamiento
social [51, 133, 134, 135]. Otros estudios se enfocan en la dinámica de la enfermedad en
los reservorios [132], teniendo en cuenta la interacción entre aves residentes y migratorias.
Recientemente se ha prestado atención al estudio de modelos discretos [4, 6, 136, 137, 138].
Este tipo de modelos son más convenientes ya que permiten comparar de manera más simple
los resultados obtenidos con datos reales, los cuales son dados de manera discreta.

En esta sección introducimos un modelo discreto de transmisión de influenza. Consi-
deramos que la poblacion total es dividida en individuos susceptibles (S), infectados (I),
tratados (T ) y recuperados (R). Puesto que consideramos un único brote, no consideramos
nacimientos y muertes por causas naturales. La fracción de individuos susceptibles al tiempo
t que permanecen susceptibles al tiempo t+ 1 está dada por la función [4]

Gt = exp
(
−β It+ρTt

Nt

)
,

donde Nt denota la población total al tiempo t, β es la tasa de transmisión y ρ es la reducción
en la infectividad de los individuos que están recibiendo tratamiento. La probabilidad de
recuperarse está dada por σ1 (por generación), para los individuos infectados que no reciben
tratamiento y por σ2 para los individuos tratados. La mortalidad debida a la enfermedad
está dada por δ. En la Figura 11.1 presentamos el diagrama que representa la dinámica de
la enfermedad. El modelo está dado por el sistema de ecuaciones en diferencias:

St+1 = StGt
It+1 = St (1−Gt) + (1− τ)(1−σ1)(1− δ)It
Tt+1 = τ (1−σ1)(1− δ)It+ (1−σ2)Tt
Rt+1 = Rt+σ1 (1− δ)It+σ2Tt.

(11.1)

Considerando que no se han tomado medidas de control (tratamiento), el modelo se reduce
a

St+1 = StGt
It+1 = St (1−Gt) + (1−σ1)(1− δ)It
Rt+1 = Rt+σ1 (1− δ)It

(11.2)

donde
Gt = exp

(
−β It

Nt

)
. (11.3)

93
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Figura 11.1: Dinámica SITR

Siguiendo las ideas de Brauer [4], a continuación calculamos el tamaño final de la epidemia.
De la primera ecuación en (11.2) tenemos que

Sk+1 = S0G0G1 . . .Gk,

de donde
Sk+1
S0

=G0G1 . . .Gk.

Por lo tanto,

ln
(
Sk+1
S0

)
= lnG0 + lnG1 + . . .+ lnGk. (11.4)

Ahora bien, de (11.3) tenemos que

ln(Gi) =−β Ii
Ni
. (11.5)

Asumiendo que δ ≈ 0, Ni =N y reemplazando (11.5) en (11.4) obtenemos

ln
(
Sk+1
S0

)
=− β

N

k∑
i=0

Ii,

de donde
N

β
ln
(

S0
Sk+1

)
=

k∑
i=0

Ii,

tomando el limite cuando k→∞ tenemos que

N

β
ln
(
S0
S∞

)
=
∞∑
i=0

Ii. (11.6)

Ahora, de la segunda ecuación en (11.2),

Ik+1− (1−σ1)(1− δ)Ik = Sk (1−Gk) ,

pero Sk (1−Gk) = Sk−SkGk = Sk−Sk+1, por lo tanto

Ik+1− (1−σ1)(1− δ)Ik = Sk−Sk+1,

sumando sobre k y tomando el límite cuando k→∞ tenemos que
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(1− (1−σ1)(1− δ))
∞∑
k=1

Ik− I0 = S0−S∞,

pero S0 ≈N y I0 ≈ 0 entonces

(1− (1−σ1)(1− δ))
∞∑
k=1

Ik =N −S∞,

de donde
∞∑
k=1

Ik = 1
(1− (1−σ1)(1− δ)) (N −S∞) . (11.7)

Reemplazando (11.7) en (11.6) tenemos que

N

β
ln
(
S0
S∞

)
= 1

(1− (1−σ1)(1− δ)) (N −S∞) ,

y de aquí la relación del tamaño final de la epidemia es dada por

ln
(
S0
S∞

)
= β

(1− (1−σ1)(1− δ))

(
1− S∞

N

)
,

la cual puede ser escrita como

ln
(
S0
S∞

)
=R0

(
1− S∞

N

)
,

de donde el número reproductivo básico está dado por

R0 = β

1− (1−σ1)(1− δ) . (11.8)

Note que β es la tasa de transmisión y 1
1−(1−σ1)(1−δ) es el tiempo esperado de una persona

en estado infeccioso.
A continuación introducimos un problema de control óptimo, nuestra meta es encontrar la

fracción de individuos infectados que deben recibir tratamiento con el objeto de minimizar el
número de los mismos al final de la epidemia. Modelos de control óptimo aplicados a influenza
tanto continuos como discretos, incluyendo vacunación, tratamiento y distanciamiento social
han sido estudiados recientemente [51, 134, 135, 133].

Control Optimo

En esta sección introducimos un problema de control óptimo, el cual se resuelve usando
una versión discreta del principio del máximo de Pontryagin. Este principio es un resultado
clásico de la teoría de control, el cual presenta las condiciones necesarias para que una
solución sea óptima [52].

Para empezar introducimos alguna notación. Las variables de control y estado están da-
das por u= (u0,u1, ...,uT−1) y x= (x0,x1,x2, ...,xT ) respectivamente, donde los subindices
representan los pasos en el tiempo. La ecuación en diferencias

xt+1 = g(xt,ut, t) (11.9)

sujeta a la condición inicial x0 se conoce como ecuación de estado para t= 0,1, ...T −1. La
función objetivo está definida como
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J(u) = Φ(xT ) +
T−1∑
t=0

f(xt,ut, t) (11.10)

donde f, g y Φ son funciones continuamente diferenciables. El objetivo es minimizar J(u)
sujeto a las ecuaciones de estado dadas en (11.9). Para esto introducimos las variables
adjuntas λt y definimos el Hamiltoniano como

Ht = f(xt,ut, t) +λt+1g(xt,ut, t) (11.11)

para t= 0,1, ...T −1. Finamente las condiciones necesarias están dadas por [52]:

Las ecuaciones adjuntas
λt = ∂Ht

∂xt
, (11.12)

Condición de transversalidad
λTf = Φ′(x∗Tf ), (11.13)

Condición de optimalidad

∂Ht
∂ut

= 0 en la solución óptima u∗. (11.14)

Con estas ideas generales, presentamos a continuación nuestro problema particular. El
objetivo es minimizar el número de individuos infectados utilizando un mínimo esfuerzo en
tratamiento, durante un intervalo finito de tiempo [0,Tf ]. La función objetivo asociada al
problema es

F(τ ) = 1
2

Tf−1∑
t=0

(
B1I

2
t +B2τ

2
t

)
(11.15)

donde τ = (τ0, τ1, ..., τTf−1) es la variable de control y yt = (St, It,Tt,Rt)T (t = 0,1, ...,Tf )
la variable de estado. Las constantes B1 y B2 son medidas del costo relativo de las inter-
venciones sobre el intervalo de tiempo [0,Tf ]. Con la notación y definiciones introducidas,
el problema es encontrar el valor de la variable de control τ ∗ tal que

F(τ ∗) = mı́n
τ
F(τ ) (11.16)

sujeto al Modelo(11.1) con 0≤ τ ≤ τmax.
Para resolver el problema (11.16) usamos una versión discreta del principio del máximo

de Pontryagin [52, 139, 140]. En este método calculamos el Hamiltoniano y las ecuaciones
adjuntas. El Hamiltoniano asociado al problema (11.16) está dado por:

Ht =1
2
(
B1I

2
t +B2τ

2
t

)
+λ1

t+1StGt

+λ2
t+1(St(1−Gt) + (1− τ)(1−σ1)(1− δ)It)

+λ3
t+1 (τ (1−σ1)(1− δ)It+ (1−σ2)Tt)

+λ4
t+1 (Rt+σ1(1− δ)It+σ2Tt) , (11.17)

donde λit (i= 1, ...,4) son las variables adjuntas y

Gt = exp
(
−β It+ρTt

Nt

)
. (11.18)

Las ecuaciones adjuntas están dadas por λit = ∂Ht
∂yit

, es decir,
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λ1
t = Gtλ

1
t+1 + (1−Gt)λ2

t+1
λ2
t = B1It+StGtI (λ1

t+1−λ2
t+1) + (1− τ)(1−σ1)(1− δ)λ2

t+1
+τ(1−σ1)(1− δ)λ3

t+1 +σ1(1− δ)λ4
t+1

λ3
t = StGtT (λ1

t+1−λ2
t+1) + (1−σ2)λ3

t+1 +σ2λ
4
t+1

λ4
t = λ4

t+1

(11.19)

donde Gt está dado en (11.18), GtI = exp
(
− β
Nt

)
y GtT = exp

(
− βρNt

)
. Por otra parte la

condición de optimalidad con respecto al control es ∂Ht
∂τt

= 0, de donde obtenemos

τt =
(
λ2
t+1−λ3

t+1
)

(1−σ1)(1− δ)It
B2

. (11.20)

En el siguiente algoritmo presentamos el procedimiento utilizado para resolver el problema
(11.16):

Algoritmo 1.
1: Seleccionar condiciones iniciales para el control τ 0 y el estado y0.
2: Para k = 0,1,2 . . . hasta lograr convergencia:
3: Resolver las ecuaciones de estado (11.1)

sujetas a condiciones iniciales apropiadas.
4: Resolver las ecuaciones adjuntas (11.19)

sujetas a condiciones de transversalidad λTf = 0.
5: Resolver la condición de optimalidad (11.20).
6: Criterio de Convergencia: Si ‖τ−τold‖

‖τ‖ < 0,001 pare,
de lo contrario vuelva al paso 3.

A continuación presentamos algunos resultados numéricos obtenidos al resolver el proble-
ma (11.16). Consideramos dos escenarios, el primero para un valor moderado de R0 = 1,5 y
el segundo para un valor alto, R0 = 2,5. Resolvemos el problema para tres valores diferentes
de B2, considerando que el costo relativo de aplicar el tratamiento es bajo (B2 = 0,00001),
moderado (B2 = 0,001) y alto (B2 = 1). Asumimos que el máximo valor permitido para τ es
0,3, es decir un máximo de 30% de las personas infectadas inician tratamiento cada día. Los
resultados son presentados en las Figuras 11.2 y 11.3. Los resultados muestran que cuan-
do B2 es pequeño la solución óptima permite ofrecer tratamiento a un porcentaje elevado
de infectados, lo cual tiene un impacto significativo en la reducción del tamaño final de la
epidemia. Sin embargo esta reducción es mucho mayor cuando R0 = 1,5 (95%) que cuando
R0 = 2,5 (64%). Cuando el costo relativo del tratamiento es alto, la solución óptima permite
tratar a un numero reducido de infectados con lo que se consigue una menor reducción en
el tamaño final de la epidemia (17% cuando R0 = 1,5 y 13% cuando R0 = 2,5).

En [133] se presenta un modelo discreto de transmisión de influenza que incluye indivi-
duos asintomáticos. Además del tratamiento se incluye distanciamiento social, es decir, se
considera que todos los individuos reducen el número de contactos por día. Se presentan re-
sultados numéricos comparando las diferentes estrategias de control aplicadas en diferentes
escenarios.

A continuación presentamos algunas ideas de estimación de parámetros. Se presentan
los métodos de mínimos cuadrados ordinarios y generalizados. Usando datos sintéticos, los
métodos mencionados son aplicados para estimar algunos de los parámetros en el modelo
(11.1).
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Figura 11.2: Para R0 = 1,5, variamos los valores de la constante B2, la cual corresponde
al costo relativo de aplicar el tratamiento. Cuando B2 toma un valor pequeño (0,00001) la
solución óptima permite ofrecer tratamiento a un porcentaje elevado de infectados, lo cual
tiene un impacto significativo en la reducción del tamaño final de la epidemia (aproximada-
mente 95%). Cuando el costo relativo del tratamiento es alto (B2 = 1) la solución óptima
permite tratar a un numero limitado de infectados, lo cual tiene un menor impacto en la
reducción del tamaño final de la epidemia(17%).

Figura 11.3: Para R0 = 2,5, variamos los valores de B2. Cuando B2 = 0,00001, es decir,
el costo relativo de aplicar el tratamiento es muy bajo, la solución óptima permite ofrecer
tratamiento a un porcentaje elevado de infectados, consiguiendo una reducción del 64% en
el tamaño final de la epidemia. Cuando B2 = 1, la reducción es menos significativa (13%).

Estimación de parámetros

A continuación discutimos aspectos matemáticos y estadísticos de estimación de paráme-
tros para el modelo discreto (11.1). Utilizaremos las técnicas de mínimos cuadrados ordina-
rios (MCO) y generalizados (MCG) para estimar la tasa de transmisión β y la efectividad
del tratamiento ρ. Utilizamos datos sintéticos que incluyen ruido con varianza constante y
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no constante. De acuerdo al ruido en los datos, la técnica a utilizar debe ser determinada
(MCO o MCG). Utilizamos gráficas de residuos para verificar si se ha utilizado el modelo
correcto [5].

Dados y = (S,I,T,R) and θ = (β,ρ), el Modelo (11.1) puede ser expresado como

ut+1 = g(t,ut,θ). (11.21)

El número acumulado de individuos infectados está dado por

fk = I0 +
k∑
i=1

Si−1 (1−Gi−1) , (11.22)

para k = 1,2, ...,n, y Gi−1 = e−β
Ii−1+ρTi−1

N .
Usando el modelo (11.1) y la función (11.22) generamos datos sintéticos usando los

parámetros dados en la Tabla 1 [141, 142]. Los datos son generados de acuerdo a dos modelos
estadísticos [5]

Yi = f(ti,θ0) + εj y (11.23)

Yi = f(ti,θ0)(1 + εj), (11.24)

para i = 1,2, . . . ,n. θ0 = (β0,ρ0) ∈ R2 son los parametros usados para generar los datos, y
εi son variables aleatorias idénticamente distribuidas con E(εi) = 0 y var(εi) = σ2. En el
Modelo (11.23) los residuos están dados por

Ri = Yi−f(ti,θ0) = εi, (11.25)

nos referimos a este término como el error con varianza constante y lo denotamos por VC.
Para (11.24) los residuos están dados por

Ri = Yi−f(ti,θ0) = εif(ti,θ0), (11.26)

puesto que estos residuos son proporcionales al modelo, decimos que es un error con varianza
no constante, lo denotamos por VNC.

A continuación presentamos las dos técnicas, mínimos cuadrados ordinarios (MCO) y
generalizados (MCG) y usamos datos con VC y VNC para estimar θ = (β,ρ).

11.0.0.1. Mínimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

Para el modelo estadístico(11.23), sea

θOLS = argmin
n∑
i=1

1
2 (Yi−f(ti,θ0))2 , (11.27)

para encontrar la solución del problema (11.27), debemos resolver

n∑
i=1

(Yi−f(ti,θ0))∇f(ti,θ0) = 0. (11.28)

Sean Ri = Yi−f(ti,θ0) y J el jacobiano de f , la ecuación (11.28) puede ser escrita como

JTR= 0. (11.29)
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Así pues, para encontrar la solución del problema (11.27), resolvemos (11.29) usando el mé-
todo de Gauss-Newton [143] que presentamos a continuación.

Algoritmo 2. Algoritmo de Gauss-Newton
1: Dado un punto inicial θinit = (βinit,ρinit) .
2: for k = 1,2, . . . do
3: Resolver el sistema Gauss - Newton

JTk Jk∆θ =−JTk Rk.
4: Actualizar el parametro θ = θ+∆θ.
5: Verificar la convergencia, si ||JTk Rk||< ε, termine.
6: end for
Los resultados numéricos muestran que usando 5% de ruido y diferentes condiciones

inciales obtenemos los valores de β = 0,291406, y ρ = 0,598297; para varianza constante y
β = 0,270727, ρ= 0,669467 para varianza no constante. Al final de esta sección presentamos
la prueba del residuo, la cual nos muestra si el método fue usado correctamente.

11.0.0.2. Mínimos Cuadrados Generalizados (MCG)

Cuando usamos el modelo (11.24), E(εi) = f(ti,θ0) y var(εi) = σ2f2(ti,θ0), la varianza
depende del modelo f , así que el método que debemos usar en este caso para estimar θ es
el de mínimos cuadrados generalizados. En este caso debemos resolver la ecuación

n∑
i=1

wi (Yi−f(ti,θGLS))∇f(ti,θGLS) = 0 (11.30)

donde Yi está dado por (11.24) y wi = f−2(ti,θGLS), [5]. Para resolver la ecuación (11.30)
usamos de nuevo el método Gauss-Newton, si hacemos W = diag(w1,w2, . . . ,wn) y modifi-
camos el algoritmo anterior obtenemos:

Algoritmo 3.
1: Dado un punto inicial θinit = (βinit,ρinit) .
2: for k = 1,2, . . . do
3: Resolver el sistema Gauss - Newton

JTk WkJk∆θ =−JTk WkRk.
4: Actualizar el parametro θ = θ+∆θ.
5: Verificar la convergencia, si ||JTk WkRk||< ε, termine.
6: end for
Para diferentes condiciones iniciales, con 5% de ruido y aplicando el método MCG, im-

plemetamos el algoritmo anterior usando Matlab. Obtenemos β = 0,297121 y ρ = 0,579450
cuando la varianza es constante y β = 0,296562, ρ= 0,580681 para varianza no constante.

Note que usando datos sintéticos, estimamos algunos parámetros del modelo (11.1), apli-
cando ambos métodos MCO y MCG. En general dado un conjunto de datos, no sabemos la
forma del error (VC o VNC) y por tanto no sabemos cuál de los métodos deberíamos apli-
car. Por esta razón, después de estimar los parámetros, debemos investigar si los supuestos
estadísticos y el método utilizado fueron los correctos. Para esto utilizamos la prueba del
residuo [5]; la idea es graficar los residuos vs. el tiempo y los residuos vs. el modelo para
saber si las hipótesis fueron las correctas.

Para el método MCO, cuando la varianza es constante, de la ecuación (11.25) obtenemos

Ri = Yi−f(ti,θ0) = εi,

puesto que los residuos no dependen del modelo, si graficamos los residuos vs. el modelo,
y los residuos vs. el tiempo, obtenemos gráficas aleatorias. Si los datos fueron asumidos
incorrectamente, es decir, si usamos MCO para datos con VNC, obtenemos un patrón en la
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gráfica porque los residuos dependen del modelo (11.26), es decir

Ri = Yi−f(ti,θ0) = εif(ti,θ0).

En las Figuras 11.4 y 11.5 graficamos los residuos vs. el modelo y los residuos vs. el tiempo
obtenidos usando MCO. En la Figura 11.4, tenemos datos con varianza no constante, dado
que los residuos no dependen del modelo, obtenemos una gráfica aleatoria. Sin embargo la
Figura 11.5 muestra un patrón, lo que significa que los datos fueron asumidos de manera
incorrecta, es decir, MCO no pueden ser utilizados cuando la varianza no es constante.
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Figura 11.4: Gráficas de los residuos vs. el tiempo y los residuos vs. el modelo con 5% de
ruido en los datos y varianza constante, usando MCO. Puesto que los datos fueron asumidos
de manera correcta, obtenemos una gráfica aleatoria.

Finalmente cuando tenemos datos con varianza no constante, definimos los residuos mo-
dificados como

Rmod = Yi−f(ti,θ0)
f(ti,θ0) = εi

siendo los residuos modificados independientes del modelo, para el método MCG, si grafi-
camos Rmod vs. el modelo y Rmod vs. tiempo obtenemos una gráfica aleatoria. Usando el
método MCG con VC, en la Figura 11.6 los residuos modificados vs. el modelo y los residuos
modificados vs. el tiempo muestran un patrón, lo cual indica que el método usado no fue
correcto. Sin embargo la Figura 11.7 muestra un comportamiento aleatorio, puesto que los
residuos modificados no dependen del modelo. Lo anterior indica que el método (MCG) fue
aplicado correctamente a los datos (VNC).
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Figura 11.5: MCO con varianza no constante. Al gráficar los residuos vs. el tiempo y los
residuos vs. el modelo con 5% de ruido en los datos. Puesto que los datos fueron asumidos
de manera incorrecta, obtenemos un patrón en la gráfica.
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Figura 11.6: Gráficas de los residuos modificados vs. el tiempo y vs. el modelo usando datos
con VC, obtenemos un patrón en la gráfica, lo cual indica que el método fue usado de manera
incorrecta.
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Figura 11.7: Gráficas de los residuos modificados vs. el tiempo y vs. el modelo usando datos
con VNC, puesto que los residuos modificados dependen del modelo, obtenemos una gráfica
aleatoria lo cual indica que el método fue usado de manera correcta

parámetro descripción valor
β tasa de contacto efectivo 0.2909
ρ efectividad del tratamiento 0.6
τ fracción de individuos infectados que reciben tratamiento 0.7
σ1 tasa de recuperación sin tratamiento 1/7
σ2 tasa de recuperación con tratamiento 1/5

Cuadro 11.1: parámetros





Capítulo 12
Introducción a los modelos probabilísticos

Introducción

El uso de modelos probabilísticos como herramienta para modelar una gran variedad de
fenómenos requiere del conocimiento de distribuciones probabilístcas discretas y contínuas.
En este capítulo presentamos algunas distribuciones que, a pesar de su simplicidad, pueden
ser usadas para modelar fenómenos complejos. Entender de donde surgen y como se rela-
cionan entre ellas es imprescindible para poder conocer sus propiedades y poder así, hacer
uso óptimo de estas. Es importante también conocer sus limitaciones, traducido esto en el
conocimiento de los supuestos bajo las cuales funciona una distribución.

Estas distribuciones son: Uniforme y Exponencial, entre las contínuas, y Bernoulli, Bino-
mial, Geométrica y Poisson, entre las discretas. Como una herramienta útil e interesante,
se hará una introducción a las cadenas de Markov, que, aunque no son distribuciones pro-
babilísticas, es una herramienta muy flexible para modelar la evolución de un proceso a lo
largo del tiempo.

La forma tradicional de exponer las funciones de probabilidad es mediante la descripción
de las variables aleatorias que les dan orígen. Cabe aclarar que una variable aleatoria no es
otra cosa que el resultado que nosotros damos o medimos en un experimento, por ejemplo,
al lanzar una moneda, podemos definir a la variable aleatoria X como

X = {Cara, Cruz}.

Mientras que un lanzamiento de un dado, podríamos definir

X = {1,2,3,4,5,6},

ó también

X = {Par, Non}
X = {El número es menor de 5, El número es mayor de 5}.

En otras palabras, un experimento puede resultar en una o varias variables aleatorias,
dependiendo de nuestro interés. Estas se clasifican en dos grupos principales: discretas y
contínuas, dependiendo de si el espacio en que están definidas es contable o no. A las prime-
ras, se les asocian funciones llamadas FMP (Función de Masa de Probabilidad), definidas
como la probabilidad que la variable aleatoria X tome el valor x;

PX(x) = P (X = x)

y FDA (Función de Distribución Acumulada) como la probabilidad que la variable aleatoria
X tome un valor menor o igual a x,

105
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FX(x) = P (X ≤ x).

Mientras que para las variables aleatorias contínuas, se define FDP (Función de Densidad
de Probabilidad) en vez de FMP. Sus equivalentes son fX(x) y FX(x).

Distribuciones probabilísticas básicas

Las FMP y FDA de algunas variables aleatorias discretas son:

X ∼ UD(a,b), Uniforme Discreta.

Esta distribución surge cuando una variable aleatoria X toma valores discretos en a ≤
X ≤ b (inclusive) con igual probabilidad. Es decir

PX(x) = 1
b−a+ 1 , x= a,a+ 1,a+ 2, . . . , b.

X ∼Ber(p), Bernoulli.

Esta distribución se origina cuando una variable aleatoria X toma uno de dos valores
solamente, con probabilidades p y 1−p respectivamente. Es decir

PX(x) = px(1−p)1−x, x= 0,1.

X ∼Binomial(n,p), Binomial.

La suma de n variables aleatorias Bernoulli resulta en una distribución Binomial,

PX(x) =
(
x

n

)
px(1−p)1−x, x= 0,1,2, . . . ,n.

X ∼G(p), Geométrica.

Repetir un expermiento Bernoulli hasta que aparezca un evento en particular, se distri-
buye como una variable aleatoria Geométrica,

PX(x) = p(1−p)x−1, x= 1,2, . . .

Donde p es la probabilidad de que el resultado de interés ocurra en cada experimento
Bernoulli.
En este punto, es tentador presentar otra variable aleatoria discreta muy útil, llamada
Poisson, sin embargo, para continuar con nuestra dinámica de construir una variable
aleatoria a partir de otras, es preferible esperar hasta introducir una variable aleatoria
llamada Exponencial, lo cual facilita la construcción de modelos.

X ∼ U(a,b), Uniforme Contínua.

Esta distribución resulta cuando una variable X toma valores en a <X < b con la misma
probabilidad, es decir
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fX(x) = 1
b−a

, a < x < b.

T ∼ E(µ), Exponencial.

La FDA de una distribución exponencial está dada por

FT (t) = P (T < t) = 1−e−µ t.

La distribución Exponencial puede derivarse a partir de la Uniforme, de la siguiente forma:
imaginemos que tenemos una línea de longitud L y colocamos en ella N puntos al azar, de
acuerdo a una distribución uniforme en (0,L), y hacemos L→∞ y N →∞ conservando
N/L→ µ. Ahora tomemos un punto cualquiera de los N puntos. La distancia de ese
punto con el punto más cercano a su derecha es claramente una variable aleatoria, y su
distribución puede calcularse. Sin embargo, antes de hacerlo, veamos porqué es importante
encontrar esta distribución: como µ es la concentración de puntos por unidad, podemos
concebir a µ como la intensidad a la que ocurren los puntos cuando vamos avanzando
sobre la línea. Ahora, sea T la distancia de un punto al punto más cercano a su derecha.
La probabilidad de que la distancia T sea mayor de un cierto valor t+h, h > 0 es

P (T > t+h) = P (T > t)P (no puntos en(t, t+h)).

Seleccionemos un valor de h tal que:

P (no puntos en(t, t+h)) = 1−µh+o(h),
P (un punto en(t, t+h)) = µh+o(h),

P (más de un punto en(t, t+h)) = o(h),

con o(h) una función tal que

ĺım
h→0

o(h)
h

= 0

tenemos que,

P (T > t+h) = P (T > t)(1−µh+o(h)),
P (T > t+h)−P (T > t) = −µh+o(h),
P (T > t+h))−P (T > t)

h
= −P (T > t)µ+ o(h)

h
.

Defina P (T > t= Z(t). Tomando el límite h→ 0 resulta en

Z′(t) =−Z(t)µ.

Como Z(0) = P (T > 0) = 1 (la probabilidad de que la distancia al siguiente punto sea
positiva es 1), entonces es claro que

Z(t) = e−µ t = P (X > t),

lo cual implica
P (X < t) = 1−e−µ t,

es decir, la distancia al siguiente punto es una exponencial con parámetro µ. T puede
ser considerado tiempo, en lugar de una distancia euclidiana, por lo que se deduce que
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el tiempo al siguiente evento (salir del compartimento) sigue una distribución exponencial.

X ∼ P (θ), Poisson.

La distribución Poisson es una variable aleatoria discreta, con la siguiente FMP

PX(x) = e−θθx

x! , x= 0,1,2, . . . θ > 0.

La distribución Poisson se puede generar a partir de la distribución Uniforme de la si-
guiente forma: hemos visto como surge la distribución Exponencial de la Uniforme, al
colocar N puntos en una línea definida en (0,L) completamente al azar, y se ha demos-
trado que la distancia entre puntos sigue una distribución Exponencial con parámetro
µ = N/L. Bien, si tomamos un sub-intervalo en (0,L) de longitud W , es claro que pue-
de contener x = 0,1,2, . . . puntos. Puede demostrarse con una recursión, que el número
de puntos contenidos en ese intervalo es una variable aleatoria Poisson con parámetro
θ =Wµ.
La idea de que la distribución Poisson surge al distribuir puntos al azar en una línea, se
puede generalizar a un espacio de mayor dimensión, es decir, distribuir puntos al azar en
un plano o un volúmen cualquiera, resultará en una distribución Poisson para el número
de puntos contenidos al muestrear el plano o el volúmen.

X ∼G(n,µ), Gama.

La distribución Gama es una variable aleatoria contínua, con la siguiente FDP

fT (t) = µn

Γ (n) t
n−1e−µt, µ > 0, n= 1,2,3, ...

Observe que si n = 1, se obtiene la FDP de una distribución Exponencial. De hecho, la
suma de n variables aleatorias Exponenciales con el mismo parámetro µ se distribuye
como una variable aleatoria Gama con parámetros n y µ.

X ∼N(µ,σ), Normal.

La distribución Normal es una de las distribuciones de mayor uso y aplicabilidad, debido
a que una gran cantidad de variables aleatorias tienden a una distribución Normal. Con-
cretamente, el promedio de n variables aleatorias, cada una con Esperanza µ y Varianza
σ2 es una variable aleatoria en sí misma, y tenderá a una distribución Normal con Es-
peranza µ y Varianza σ2/n. Este es un resultado muy útil, porque implica que aunque
no conozcamos la distribución de una variable aleatoria, podemos obtener conclusiones
sobre su esperanza y varianza, entre otras cosas, analizando los promedios.
Una variable aleatoria con distribución Normal, tiene la siguiente FDP

fX(x) = 1√
2πσ

e−(x−µσ )2
, ∞< x <∞, ∞< µ <∞, σ > 0

Las distribuciones anteriores discretas (Uniforme, Bernoulli, Binomial, Geométrica, Pois-
son) y contínuas (Uniforme, Exponencial, Gama y Normal) son modelos valiosos que pueden
aplicarse para modelar una gran variedad de fenómenos. Una recomendación importante es
el observar los supuestos en los que se basa cada distribución, y considerar cualquier des-
viación de estos supuestos.



12 Introducción a los modelos probabilísticos 109

Cadenas de Markov

Una herramienta probabilística importante para modelar fenómenos diversos, son las ca-
denas de Markov. Una cadena de Markov es una sucesión de variables aleatoriasX1,X2,X3, . . .
dondeXi ∈S, donde S es un conjunto contable yXi es el valor en S en la i-ésima observación.
Un ejemplo ayudará a asimilar este concepto más fácilmente: Supongamos que un insecto
transita a lo largo de su vida por varios estados llamados estadios, por ejemplo, Huevo,
Ninfa 1, Ninfa 2, Ninfa 3 y Adulto, o bien, S = {H,N1,N2,A}. Si registramos diariamente
el estadio de un individuo, este podría ser, en 7 días seguidos:

{H,H,H,N1,N1,N2},

mientras que para otro individuo estos podrían ser:

{H,H,H,N1,N2,N2}.

Podemos tal vez agregar un estadio D para indicar si el individuo muere, por lo que
S = {H,N1,N2,A,D}. Una secuencia típica podría ser:

{H,H,H,N1,N1,N1,N2,N2,N2,N2,A,A,A,A,A,D}.

Modelar la secuencia de estadios con una Cadena de Markov, arrojaría (y de hecho es una
herramienta común en entomología) información importante sobre parámetros que rigen la
vida de un insecto a través de sus diferentes estadios.

En general, una cadena de Markov (MC), se construye con una matriz con dimensión
igual al número de estados posibles, y conteniendo valores pij que indican la probabilidad
de que un individuo en el estado i, pase al estado j a la siguiente transición. Por supuesto
que 0≤ pij ≤ 1.

Al escribir una MC, puede decirse mucho solamente al observarla. Claramente la suma de
cualquier hilera de la matriz de transición de una MC es igual a 1. Si para algún i, pii = 1,
entonces el estado i es un estado absorbente, es decir, una vez que se entra a ese estado es
imposible salir de él. Los estados pueden ser recurrentes y transientes, dependiendo de si
hay una probabilidad positiva de volver al mismo estado, o si hay una probabilidad positiva
de no volver a ese estado. Una MC con todos sus estados son recurrentes, se llama érgódica.

Para ver qué tipo de información se puede obtener cuando usamos un modelo de MC,
usaremos dos ejemplos: en uno de ellos, la MC es ergódica, mientras que en el otro no.

Supongamos que un individuo se mueve al azar entre tres compartimentos, llamados 1,2 y
3. La probabilidad de que una vez que está en el estado i se mueva al estado j está contenida
en la matriz P,

P =


1 2 3

1 0 0,5 0,5
2 0,7 0,2 0,1
3 0,8 0 0,2

,
donde puede verse, por ejemplo, que una vez que el individuo está en el compartimento 2,
puede pasar al 1 con probabilidad 0,7, permanecer en el mismo compartimento con proba-
bilidad 0,2 o pasar al compartimento 3 con probabilidad 0,1.

El primer resultado es el siguiente: elevando la matriz P a la potencia n nos dice cual es
la probabilidad de que el individuo se encuentre en cada uno de los estados posibles después
de n transiciones. Por ejemplo,

P4 =


1 2 3

1 0,6085 0,1740 0,2175
2 0,3132 0,3301 0,3567
3 0,2784 0,3480 0,3736

.
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La primera hilera, [0,6085 0,1740 0,2175] se interpreta como la probabilidad de que el
individuo esté en cada uno de los estados, después de 4 transiciones, si el individuo se
encontraba inicialmente en el estado 1. La segunda hilera, [0,3132 0,3301 0,3567] es la
probabilidad de que el individuo esté en cada uno de los estados, después de 4 transiciones,
si el individuo se encontraba inicialmente en el estado 2, y así para la tercera hilera.

Otro resultado es el siguiente: ĺımn→∞Pn contiene la probabilidad de que el individuo
se encuentre en cada uno de los estados después de un número de transiciones n donde
n→∞. En nuestro caso, podemos encontrar el límite de la siguiente forma: definamos
Q≡ ĺımn→∞Pn, observe que

Q≡ ĺım
n→∞

Pn = ĺım
n→∞

Pn+1 = P ĺım
n→∞

Pn = PQ = QP,

lo cual implica que las hileras de Q son iguales. Sea π′ una de estas hileras. Sea J una matriz
de unos, del mismo tamaño que P. Entonces observe que

π′P = π′,

π′P = π′I,
π′P+π′J = π′I+π′J,

π′(P+J− I) = π′J,
π′(P+J− I) = 1′,

π′ = 1′(P+J− I)−1.

En el ejemplo que nos ocupa, π′ = [0,4295 0,2685 0,3020], es decir, a la larga 42,95% del
tiempo el individuo estará en el estado 1.

Supongamos ahora un ejemplo en el que hay estados absorbentes, es decir, la matriz
P tiene en la diagonal, uno o más 1’s, que corresponden a los estados absorbentes. Inde-
pendientemente de esto, Pn sigue teniendo el mismo significado que antes, sin embargo,
ĺımn→∞Pn puede no tener mucho sentido, ya que naturalmente, el proceso se encontrará
en alguno de los estados absorbentes. La pregunta natural es: cual es la probabilidad de que
el proceso se detenga en el estado absorbente i? Considere por ejemplo la probabilidad de
transición para una MC con 5 estados,

P =



1 2 3 4 5
1 1 0 0 0 0
2 0 0,3333 0 0,3333 0,3333
3 0 0 1 0 0
4 0,3518 0,2 0,1442 0,241 0,0629
5 0 0,3394 0 0,3418 0,3188

.
Puede verse que los estados 1 y 3 son absorbentes, dado que p11 = 1 y p33 = 1. Prime-

ramente, podemos reacomodar las hileras y columnas de la matriz P para organizarlas de
una forma más manejable. Por ejemplo,

P =



2 4 5 1 3
2 0,3333 0,3333 0,3333 0 0
4 0,2000 0,2410 0,0629 0,3518 0,1442
5 0,3394 0,3418 0,3188 0 0
1 0 0 0 1 0
3 0 0 0 0 1


o equivalente a

P =
(

Q R
0 I

)
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donde

Q =

 0,3333 0,3333 0,3333
0,2000 0,2410 0,0629
0,3394 0,3418 0,3188


además

R =

 0 0
0,3518 0,1442

0 0

 .
Sea N = (I−Q)−1, entonces W = NR contiene la probabilidad de absorción en cada

uno de los estates absorbentes 1 y 3. Después de realizar los cálculos, tenemos que la pro-
babilidad de que el proceso termine con absorción en los estados 1 y 3 es 70.93% y 29.07%
respectivamente:

W = NR =

0,7093 0,2907
0,7093 0,2907
0,7093 0,2907

 .
Observe que dado que el estado 4 es el único que comunica con los estados absorbentes en

forma directa (es decir, se puede llegar del estado 4 al 1 y 3 en una sola transición) entonces,
sin importar si el estado inicial es 2, 4 ó 5, la probabilidad de absorción en cada uno de los
estados absorbentes es la misma, en este caso en particular.

Una aplicación de MC

Una de las aplicaciones relativamente recientes de MC se da precisamente en entomología,
relacionada con el paso de un individuo a través de las diferentes etapas de vida, definidas
generalmente por atributos morfológicos o fisiológicos. Modelar el paso de un individuo
a través de los diferentes estadios como una MC, reviste especial importancia porque los
parámetros que componen la MC, es decir, las probabilidades de transición aportan mucha
información sobre el estadio donde una especie es más frágil, lo que es importante ya sea para
protección o control. En este capítulo no entraremos en detalle sobre la interpretación de
estos parámetros para lo que se sugiere un texto como Caswell (2001) [144], y sólo entraremos
en detalle en lo que respecta a la construcción de la MC, usando métodos desarrollados
recientemente por Hernández et al [145].

La Figura 14.2 muestra el paso de un individuo a través de las diferentes estadios. Cada
estadio tiene tres flechas, que indican las posibles transiciones por unidad de tiempo: pasar
al siguiente estadio, permanecer en el mismo estadio o bien morir (la flecha que apunta hacia
abajo), con probabilidades Pi, Gi y 1−Pi−Gi respectivamente. Las flechas punteadas indi-
can producción de individuos, por ejemplo, en la Figura 14.2 puede verse que los individuos
en estadios 3 y 4 producen respectivamente f3 y f4 individuos por día, los cuales pertenecen
al nacer al primer estadio.

La MC que se construye tiene la siguiente estructura, para un ejemplo con 5 estadios,

U =


G1 0 0 0 0
P1 G2 0 0 0
0 P2 G3 0 0
0 0 P3 G4 0
0 0 0 P4 G5

 .
Puede observarse que la matriz de transición U anterior es una transpuesta de la forma

original, en que los estados actuales se indican en las hileras, y la información de cada hilera
de P indica la probabilidad de transición a cada uno de los estados. En la matriz U los
estados actuales se indican en columnas y cada columna indica la probabilidad de transición
a cada estado, por ejemplo, la columna 2 de U contiene los valores [0 G2 P2 0 0]′, que son
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Figura 12.1: Modelo de desarrollo de un insecto

las probabilidades de que del estado 2, el individuo se quede una unidad de tiempo más en
ese estado (G2) o de que pase al estado siguiente (P2). En ecología de poblaciones, trabajar
con la traspuesta de la forma común en que se presentan las MC se debe a que es más fácil
proyectar la población a futuro.

Observe también que la suma de las columnas de esta MC no es igual a 1, debido a que
en esta MC se prescinde del estado absorbente, que es el estado que incluye a los individuos
muertos. Esto es equivalente a la matriz Q en el ejemplo anterior. Un resultado interesante
es el siguiente

N = (I−U)−1,

se llama matriz fundamental y contiene la esperanza de tiempo promedio que un individuo
pasa en cada estadio. Concretamente, la j-ésima columna contiene la esperanza de tiempo
en cada estadio, dado que el individuo comienza en el estadio j. Por supuesto que la primer
columna aporta información valiosa porque se refiere al tiempo en cada estadio desde el
nacimiento, mientras que la diagonal de N contiene los llamados tiempos de residencia, o
sea, la esperanza del tiempo que un individuo pasará en cada estadio, una vez que ha llegado
al mismo.

Uno de los grandes problemas es el estimar los parámetros de la matriz U. Recientemente,
(Hernández-Suárez) se ha encontrado que en forma sencilla, los parámetros mencionados
pueden estimarse con

U =



1−1/T1 0 0 · · · 0
θ1/T1 1−1/T2 0 · · · 0

0 θ2/T2 1−1/T3
...

...
...

... · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 1−1/TS


.

Donde Ti es el tiempo de residencia promedio observado en el estadio i, y θi es la fracción
de individuos que terminan el estadio i y pasan al estadio i+ 1.

Modelos de urnas

Los modelos de urnas presentan una rica variedad de aplicaciones en diversos campos. Es
recomendable conocer sus propiedades únicas porque a pesar de su simpleza, pueden servir
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para representar modelos complicados. Un excelente texto dedicado exclusivamente a los
modelos de urnas es [146], mientras que [147] contiene un capítulo sumario dedicado a estos
modelos.

Un modelo de urnas consiste, en forma simple, de diferentes distribuciones probabilísticas
que resultan de colocar canicas en urnas. Sea el número de canicas b y el número de urnas
N. Generalmente se asume que cada urna puede acomodar un número infinito de canicas,
y que cada canica puede caer en cualquiera de las urnas, obviamente con probabilidad 1/N
de caer en una urna específica (Figura 1).

Una de las distribuciones clásicas es la distribución del número de urnas vacías, Y

P (Y = y) =
N−y∑
i=0

(−1)i
(
y+ i

i

)(
N

y+ i

)(
N −y− i

N

)b
,

la cual evidentemente no tiene una forma simple. Sin embargo, puede demostrarse que la
esperanza de urnas ocupadas es

E[X] =N −N(1−1/N)b,

que tiende a N(1−e−b/N ) para N y b moderados.
Una aplicación simple es la solución del clásico “problema del cumpleaños”, que se plan-

tea así: cual es la probabilidad de que n personas tengan todos una fecha de cumpleaños
diferente? El modelo de urnas nos sirve porque podemos imaginar que tenemos 365 urnas
(una para cada día del año) y si queremos que n personas tengan diferente cumpleaños
es equivalente a desear que colocamos n canicas en 365 urnas y todas caigan en una urna
diferente. La siguiente tabla nos dice la probabilidad de que n personas tengan todos fecha
diferente de cumpleaños, usando la expresión anterior. Por ejemplo, la probabilidad de que
n personas tengan diferente fecha de cumpleaños requiere usar N = 365, b= n y el número
de urnas vacías debe ser y =N −n= 365−n.

Cuadro 12.1: Probabilidad de que n personas tomadas al azar, tengan fecha diferente de
cumpleaños
.

n Prob dif.
15 0.747
16 0.716
17 0.684
18 0.653
19 0.620
20 0.588
21 0.556
22 0.524
23 0.492
24 0.461
25 0.431

Donde puede verse que la probabilidad de que 23 personas tomadas al azar, todas tengan
diferente fecha de cumpleaños, es menor a 50%. Este hecho parece inverosímil, dado que
relativamente son pocas personas las requeridas para que la probabilidad de tener al menos
dos personas con el mismo cumpleaños sea mayor al de adivinar el lado correcto en el
lanzamiento de una moneda.

Una aplicación interesante es a la determinación del Tamaño de una epidemia. Imagine
que tenemos una población cerrada de tamaño N , donde se introduce un individuo infectado
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de una enfermedad con un cierto valor de R0, es decir, cada individuo infectado tiene con-
tacto con una cantidad aleatoria de individuos, con esperanza R0. Aquí, definimos contacto
como cualquier acto que permitiría a una persona infectada infectar a una persona sana.
Claro está, al principio, los contactos resultan más fácilmente en infecciones porque es más
probable que un infectado tenga contacto con una persona sana que con una infectada.

La epidemia termina cuando ya no hay individuos infecciosos, en este momento, el número
de individuos infectados se denomina Tamaño de la epidemia. Su cálculo es difícil, pero aquí
se presenta una forma simple e intuitiva de desarrollarlo, usando modelos de urnas:

Comencemos con N urnas vacías, conteniendo una sola canica colocada al azar. Cada
urna representa un individuo, si la urna esta vacía, el individuo está sano, si contiene al
menos una canica, el individuo está infectado.

El proceso es como sigue: cada vez que una canica caiga en una urna vacía, esta lanzará
a su vez un número aleatorio de canicas (con media R0) a las demás N−1 urnas, repitiendo
el proceso una y otra vez hasta que la última generación de canicas caiga en urnas ya
ocupadas, dando fin a la epidemia. El número de urnas ocupadas al final es precisamente el
Tamaño de la epidemia. Como podemos ver, este modelo de transmisión de enfermedades
corresponde al SIR, es decir Susceptible-Infeccioso-Removido, donde los Susceptibles son las
urnas vacías, los Infecciosos son las urnas en las que acaba de caer una canica por primera
vez y los Removidos son aquellas urnas en las que ya contienen canicas.

Al final, se habrán colocado b canicas en total entre las N urnas. La esperanza del número
de urnas ocupadas, Y , tiende, como vimos anteriormente, a

E[Y ] =N(1−e−b/N ),

dado que b, la cantidad de canicas lanzadas, depende a su vez de Y , y por lo tanto b es
también una variable aleatoria, puede escribirse

E[Y ] = E[N(1−e−b/N )].

El segundo término, puede aproximarse con el primer término de la expansión de la serie
de Taylor, entonces tenemos

E[Y ]≈N(1−e−E[b]/N ).

Observe que E[b] =R0 E[Y ], entonces

E[Y ]≈N(1−e−R0 E[Y ]/N ),

resolviendo numéricamente para E[Y ] nos da una aproximación para la esperanza del tamaño
de una epidemia, dados N y R0 fijos. Observe que si R0 ≤ 1 entonces la solución es E[Y ] = 0,
mientras que si R0 > 1, hay dos soluciones, ademas de la trivial E[Y ] = 0. Estos modelos de
urnas pueden servir para representar el efecto de vacunas (ver [148]).



Capítulo 13
Modelos estocásticos en epidemiología

Introducción

Si tomamos una hoja de papel y la arrugamos con la mano hasta reducirla a un objeto
pequeño, podemos realizar un experimento simple que ilustra la esencia estocástica de la
naturaleza: si incendiamos una de las puntas que sobresalen, el fuego se mantendrá por unos
instantes y desaparecerá, después de haber consumido una parte de la hoja. Si repetimos el
experimento, el resultado será diferente, lo cual puede verse al desdoblar la hoja y medir el
daño causado, tanto en la disposición de las quemaduras como por su tamaño. Esto se debe
que es prácticamente imposible repetir el experimento en sentido estricto, entre otras cosas,
por la imposibilidad de lograr que ambas hojas hayan sido compactadas igualmente y más
aún, que al comprimirlas, los dobleces en cada hoja sean iguales creando así una réplica. Esta
es precisamente la naturaleza estocástica de la naturaleza: nuestra imposibilidad de predecir
algo al realizar un experimento nace del hecho de que es muy difícil, sino imposible, repetir
un conjunto de condiciones. La dificultad de encontrar una relación entre un conjunto de
condiciones iniciales y el resultado final, es lo que causa que el resultado de un experimento
sea estocástico.

En un modelo estocástico, el resultado de la introducción de un individuo infectado a una
población de susceptibles depende en gran medida del número promedio de infecciones que
un individuo infectado puede lograr. Una vez escrito un modelo de compartimentos para la
progresión de una epidemia en una población, es posible, a partir de las tasas de transición
entre los diferentes compartimentos, calcular ese promedio. Aún fijando este valor, la epide-
mia puede terminar con un número mayor o menor de individuos infectados, dependiendo
del azar. En este capítulo analizaremos dos resultados muy útiles en epidemiología, en el que
se involucran elementos estocásticos. En el primero, se presenta un método para calcular el
número de infecciones promedio que un individuo típico causará desde el momento en que
fue infectado, hasta que deja de ser infeccioso por cualquier motivo. Para esto, se partirá
de un modelo de compartimentos y se usarán por primera vez, resultados de demografía
que permiten calcular esta esperanza fácilmente. En el segundo resultado, se presentará la
relación entre esta esperanza y la esperanza del número de infecciones totales que ocurrirán
en una población cuando un individuo infectado se introduce en ella, es decir, el tamaño de
la epidemia.

Cálculo del R0 a partir de un modelo de compartimentos

Imaginemos que tenemos un modelo compartamental para describir las etapas por las
que pasa un individuo desde el momento en que ha sido infectado. Por ejemplo, el modelo
más simple es el SIS en el que un individuo Susceptible (S) se puede convertir en infeccioso
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(I) para después pasar a Susceptible otra vez (S) (Figura 1) . En este modelo, las tasas a las

S I S
λ I
N S µI

Figura 13.1: Modelo SIS

que los individuos se mueven de un compartimento a otro están indicadas junto a las flechas.
Si dividimos esta tasa entre el número de individuos en el compartimento, obtendremos la
velocidad a la que un individuo se mueve de un compartimento al otro, por ejemplo, podemos
observar que si hay I individuos en el compartimento I, la velocidad total a la que pasan
individuos de este compartimento al siguiente, S, es µI, es decir, un individuo en particular
pasa de I a S a velocidad µ. Para convertir este modelo determinista a un modelo estocástico,
necesitamos considerar a la velocidad de transición individual como el parámetro de una
distribución exponencial, es decir, usando como ejemplo el compartimento I, cada individuo
en este compartimento permanecerá ahí por una cantidad de tiempo aleatoria T donde T
sigue la distribución

P (T > t) = e−µ t.

Este paso de una tasa µ de un modelo determinista a un parámetro µ de una variable
aleatoria exponencial puede formalizarse: imaginemos que tenemos una línea de longitud L
y colocamos en ella N puntos al azar, de acuerdo a una distribución uniforme en (0,L), y
hacemos L→∞ y N →∞ conservando N/L→ µ. Ahora tomemos un punto cualquiera de
los N puntos. La distancia de ese punto con el punto más cercano a su derecha es claramente
una variable aleatoria, y su distribución puede calcularse. Sin embargo, antes de hacerlo,
veamos porqué es importante encontrar esta distribución: como µ es la concentración de
puntos por unidad, podemos concebir a µ como la intensidad a la que ocurren los puntos
cuando vamos avanzando sobre la línea y de aquí su equivalencia con la tasa del modelo
determinista. Ahora, sea T la distancia de un punto al punto más cercano a su derecha. La
probabilidad de que la distancia T sea mayor de un cierto valor t+h, h > 0 es

P (T > t+h) = P (T > t)P (no puntos en(t, t+h)).

Seleccionemos un valor de h tal que:

P (no puntos en(t, t+h)) = 1−µh+o(h),
P (un punto en(t, t+h)) = µh+o(h),

P (más de un punto en(t, t+h)) = o(h),

con o(h) una función tal que

limh→0
o(h)
h

= 0.

Entonces,

P (T > t+h) = P (T > t)(1−µh+o(h)),
P (T > t+h)−P (T > t) = −µh+o(h),
P (T > t+h))−P (T > t)

h
= −P (T > t)µ+ o(h)

h
.

Defina P (T > t= Z(t). Tomando el límite h→ 0 resulta en
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Z′(t) =−Z(t)µ.

Como Z(0) =P (T > 0) = 1 (la probabilidad de que la distancia al siguiente punto sea positiva
es 1), entonces es claro que

Z(t) = e−µ t = P (X > t),

es decir, la distancia al siguiente punto es una exponencial con parámetro µ. T puede ser
considerado tiempo, en lugar de una distancia euclidiana, por lo que se deduce que el tiempo
al siguiente evento (salir del compartimento) sigue una distribución exponencial.

Vamos a concentrarnos ahora en responder la siguiente pregunta: dado que en un mo-
delo epidemiológico estocástico el número de infecciones que puede causar un individuo es
aleatorio, ¿cual es su esperanza? La importancia de responder esta pregunta radica en un
resultado muy conocido de la teoría de procesos de ramificación: si el promedio de descen-
dientes por individuo es menor que 1 la población se extinguirá con probabilidad 1, por lo
que, al calcular el promedio de infecciones esperado usando un modelo de compartimentos,
esta esperanza quedará expresada en términos de los parámetros del modelo y podemos
ver así la influencia de cada una de ellos en el desarrollo de la epidemia. Algunos de esos
parámetros son más fácil de afectar que otros y algunos son más influyentes en el desarrollo
de la epidemia, pero esto solo puede saberse una vez calculado la esperanza del número de
infecciones causado por un individuo promedio. Resulta claro que algunos individuos tienen
mayor oportunidad de causar infecciones que otros, por muchas razones, incluídas aquí la
diversidad en los hábitos o costumbres, que lo hacen más o menos propenso a transmitir
la enfermedad, sin embargo, en forma natural, el primer individuo infectado tiene mayor
oportunidad de infectar susceptibles que el individuo número 100, precisamente porque el
primer individuo infectado tiene más oportunidad de que cada uno de sus contactos sea con
un individuo susceptible. El interés en calcular el potencial infeccioso que tiene un individuo
infectado cuando este se introduce en una población de susceptibles es precisamente ese:
si este primer individuo puede causar en promedio menos de 1 infección, entonces todos
aquellos individuos que se infectaron posteriormente tendrán un promedio de infecciones
todavía menor de 1 y la epidemia desaparecerá con probabilidad 1. De aquí que se defina a
R0 o Paradójicamente, para ilustrar una metodología simple para calcular R0, requerimos
un modelo más complicado que el SIS, con varios compartimentos. Tomemos como ejemplo
el modelo de la Figura 2. En este modelo, hay tres tipos de individuos: Susceptibles (S),

µS ϕCθCS

I

C

1− q( )λ I
N S

qλ I
N S

Figura 13.2: Modelo con portadores sanos.

Infecciosos (I) y portadores sanos o “carriers"(C). Cada individuo infeccioso tiene contactos
con otros individuos a una tasa λ (La tasa de nuevas infecciones es λIS/N porque los in-
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fecciosos tienen contactos a una tasa total λI y cada contacto tiene una probabilidad S/N
de ser con un susceptible). Los recién infectados pueden comenzar a infectar inmediata-
mente con probabilidad 1− q ó bien convertirse en portadores sanos con probabilidad q.
Cada portador sano pasa a ser infeccioso a una tasa θ mientras que cada infeccioso puede
convertirse en portador sano a una tasa ϕ. Puede verse que hay mortalidad natural a una
tasa µ [2]. Transformemos este modelo a un modelo que contenga la probabilidad de que un
individuo en un compartimento pase a cada uno del resto de los compartimentos. Primero,
necesitaremos dos resultados básicos relacionados con la distribución exponencial:

Si un individuo puede pasar de un cierto estado X a otro estado A en un tiempo expo-
nencial con parámetro α1 o puede pasar a un estado B en un tiempo exponencial con
parámetro α2, entonces, la probabilidad de que pase al estado A es α1/(α1 +α2). Esto
se puede generalizar a cualquier número de estados.
El tiempo que el individuo pasará en el estado X tiene una distribución exponencial con
parámetro α1 +α2, esto, independientemente de que su transición sea a A o B. Esto
implica que el tiempo promedio que permanecerá en el estado X es (α1 +α2)−1.

El proceso de cálculo de R0 se desarrolla en 5 pasos:
Paso 1.

Escribamos una matriz que contenga las probabilidad de ocurrencia de cada una de las
transiciones entre los estados, excluyendo al estado S, es decir, solo nos quedarían los
estados Portador (C) e Infeccioso (I). Aplicando los resultados previamente señalados,
podemos ver que un individuo tipo C puede pasar al estado I o morir con tasas indi-
viduales θ and µ respectivamente, por lo que la probabilidad de transición (C→ I) es
θ/(θ+µ). Por el otro lado, un individuo en el estado I puede pasar al estado C o morir
con tasas ϕ and µ respectivamente, por lo que la probabilidad de transición (I→C) es
ϕ/(ϕ+µ).
Estas transiciones pueden escribirse en una matriz P. Tradicionalmente, las transiciones
se indican en las hileras de la matriz, pero para empatar la nomenclatura con la común-
mente usada en demografía de poblaciones, de donde tomamos resultados, indicaremos
las transiciones a través de las columnas

P =
( C I

C 0 ϕ
ϕ+µ

I θ
θ+µ 0

)
,

donde puede observarse que no aparece el estado S.

Paso 2.
Calculemos la esperanza del numero de visitas a cada estado. Podemos ver que la suma
de las columnas no es 1, lo cual indica que un individuo, independientemente de que
comience su recorrido en el estado C o I, eventualmente morirá. La esperanza se puede
calcular usando

N = (I−P)−1

(Iosifescu [3]). La matriz N se llama matriz fundamental. En este caso N es

N = 1
µ(θ+µ+ϕ)

(
(θ+µ)(µ+ϕ) (θ+µ)ϕ
θ(µ+ϕ) (θ+µ)(µ+ϕ)

)
.

La interpretación de la matriz N es la siguiente: la primera columna nos indica el número
de visitas esperadas a cada uno de los compartimentos C e I, si el individuo comienza en
el estado C. La segunda columna dá las mismas esperanzas, si el individuo comienza en
el estado I.



13 Modelos estocásticos en epidemiología 119

Paso 3.
Ahora calcularemos el tiempo promedio en cada visita a un estado. Uno de los dos resul-
tados relacionados con la distribución exponencial, indica que, una vez que un individuo
está en el estado C, durará un tiempo promedio igual a (ϕ+µ)−1 en cada visita. De la
misma manera, una vez que un individuo está en el estado I, durará un tiempo prome-
dio igual a (θ+µ)−1 por visita a este estado. El tiempo total de visita a cada uno de
los estados C e I antes de que el individuo muera, se obtiene entonces multiplicando la
primera hilera de N por (ϕ+µ)−1 y la segunda hilera por (θ+µ)−1. La matriz W que
contiene el tiempo promedio en cada visita a un estado es de la forma

W =
(

(θ+µ)−1 0
0 (ϕ+µ)−1

)
N,

W = 1
µ(θ+µ+ϕ)

(
µ+ϕ ϕ
θ θ+µ

)
.

Paso 4.
Solo el estado I genera nuevas infecciones. El tiempo total que un individuo pasa en este
estado esta contenido entonces en la última hilera de la matriz W[

θ

µ(θ+µ+ϕ)
θ+µ

µ(θ+µ+ϕ)

]
.

De la Figura 14.1, puede verse que cada individuo infectado, puede comenzar su etapa
de infección por el compartimento C o I, con probabilidades respectivas q y 1− q. Esto
implica que la esperanza incondicional del tiempo que un individuo infectado pasara en
el estado I, E[TI ], se obtiene con la suma ponderada de estos dos valores por q y 1− q
respectivamente. Así obtenemos

E[TI ] = q
θ

µ(θ+µ+ϕ) + (1− q) θ+µ

µ(θ+µ+ϕ)

= θ+µ− qµ
µ(θ+µ+ϕ) .

Paso 5.
Finalmente, una vez determinado la esperanza de tiempo que un individuo infectado
pasará en el estado I, solo falta multiplicar este valor por la esperanza del número de
contactos que tendrá en este lapso de tiempo. Dado que la tasa de contactos es λ, el
Número Reproductivo Básico, R0 es

R0 = λ(θ+µ− qµ)
µ(θ+µ+ϕ) .

Como puede verse, esta es una metodología relativamente simple para calcular R0, que
además es muy intuitiva.
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El tamaño de una epidemia

Este apartado trata de responder la siguiente pregunta: si un individuo infectado es
introducido en una población de susceptibles, ¿cual será el número promedio de infecciones
que podemos esperar? Es decir, ¿cuál es la esperanza matemática del tamaño de la epidemia?

Para encontrar una expresión simple e intuitiva, necesitaremos un resultado básico, toma-
do de la teoría de modelos de urnas. Estos modelos se basan en distribuciones probabilísticas
derivadas de colocar canicas en cajas. Por ejemplo, si se tienen N cajas y se lanzan b canicas
en ellas, de tal forma que cada una de estas canicas pueda caer en cualquier caja con la
misma probabilidad 1/N , y suponiendo además que cada caja puede contener un número
ilimitado de canicas, entonces, una de las distribuciones más útiles es la distribución del
número de urnas que contendrán al menos una canica (urnas ocupadas). El valor esperado
es ([4,5])

E[I] =N(1−e−b/N ).

Este simple resultado puede ser usado para calcular la esperanza del tamaño de la epide-
mia, bajo ciertos supuestos. Primero, comience colocando una canica en una caja cualquiera,
y ahora lance una cantidad X de canicas, donde X tiene una distribución discreta arbitraria
con esperanza R0. El número de urnas ocupadas por estas X canicas es aleatorio, y llama-
remos a este valor n1. Ahora, por cada una de las n1 urnas ocupadas (excluyendo la primer
canica) lance nuevamente Xi canicas, i= 1,2,3, ...,n1 donde cada Xi tiene la misma distri-
bución, pero es independiente de las demás. En esta segunda fase, se ocuparon n2 nuevas
cajas, para un total de cajas ocupadas igual a n1 +n2. Otra vez, por cada una de las n2
cajas nuevas ocupadas en la segunda fase, lance Xi canicas y así sucesivamente, hasta que
en una generación, ya no existan nuevas urnas ocupadas.

Ahora veremos en que se parece este proceso secuencial a una epidemia del tipo SIR
(Susceptible- Infeccioso- Removido): cada caja es un individuo. Una caja ocupada (con una
canica por lo menos) es un individuo infectado, y cada caja vacía es un individuo susceptible.
Por cada individuo infectado (cada vez que una caja recibe una canica por primera vez)
intenta infectar X individuos, donde X tiene una distribución discreta con parámetro R0,
lo que se representa cuando lanzamos X canicas por cada nueva urna que recibe una canica
por primera vez.

El numéro total de canicas lanzadas es b, una variable aleatoria. Este valor es idéntico
al número de contactos que los individuos infectados intentan hacer, los cuales resultan en
una infección cuando contactan a un susceptible (canica aterrizando en una urna vacía) o
simplemente son ignorados si el contacto es con otro individuo infectado o removido (urnas
con al menos una canica).

Sin embargo, si b es fijo, el número de individuos infectados I tiene como esperanza

E[I|b] = E[N(1−e−b/N )]≈N(1−e−E[b]/N ),

pero E[b] = E[I]R0, dado que la esperanza del número de canicas lanzadas es igual a R0
multiplicado por la esperanza de urnas ocupadas, entonces

E[I]≈N(1−e−E[I]R0/N ),

de donde se deduce que el valor esperado del tamaño de la epidemia, E[I] puede aproximarse
con la solución del sistema

x=N(1−e−xR0/N ).

Para más detalles véase[6]. La Figura 13.3 muestra la solución en x para dos valores de R0
para N = 1×104.

Observe que el proceso puede hacerse a la inversa: para N fijo y un número de infecta-
dos observados al final de una epidemia, x, puede resolverse para R0, lo que resulta en la
expresión



13 Modelos estocásticos en epidemiología 121

R̂0 =−N
x
Ln

(
N −x
N

)
.

En Hernández et al [6], se presentan los intervalos de confianza para R̂0.
Los modelos de urnas pueden ser usados para modelar el efecto de una campaña de

vacunación, por ejemplo, considerando a algunas urnas como “cubiertas”, que representarían
los individuos inmunes, o bien, parcialmente cubiertas, lo que serviría para modelar vacunas
que confieren inmunidad parcial. Igualmente, para incluir diferentes cepas de un virus, por
ejemplo en el caso del dengue, ya que los modelos de urnas son muy ricos e incluyen resultados
para diferentes tipos (colores por ejemplo) de canicas, o bien, la posibilidad de que una canica
no entre a una urna en ciertos casos.
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Figura 13.3: Solución of (1) para valores de R0 = 1,3 y 1,5 con N = 1×104. Las soluciones
son x= 4230 and x= 5828 infectados respectivamente.





Capítulo 14
Modelos estocásticos para la dispersión espacial
de especies

Introducción

En muchas ocasiones, la diseminación de los agentes (individuos, enfermedades, plagas,
rumores) depende de factores espaciales, es decir, se desarrollan con restricciones en el
espacio. Tal es por ejemplo la diseminación de especies vegetales o bacterias en una placa. El
principal interés en estos modelos es el entendimiento de los factores que podrían llevar una
especie a su extinción. Entre los modelos más simples para ilustrar el proceso de ocupación
del espacio por una especie, se encuentran los Procesos de Contacto Básico o BCP’s, por
sus siglas en inglés. Estos modelos fueron introducidos por Harris en 1974 [149] y en forma
simple, pueden ser resumidos como sigue: imagine un látice donde cada espacio puede estar
ocupado o vacío. Comenzando con un cierto número de cuadros ocupados (generalmente
uno), y considerando que cada cuadro ocupado puede invadir los espacios en su cercanía
siguiendo ciertas reglas, se busca analizar que pasará en el futuro con esa especie: ¿invadirá
todo el espacio? ¿se extinguirá?, ¿alcanzará un equilibrio donde la especie este presente? si
es así, ¿cúal es este equilibrio?

Primeramente, debemos presentar algunas reglas básicas para la diseminación de la es-
pecie en cuestión. Tal vez esta especie se reproduzca mediante la propagación de material
vegetativo, por ejemplo, semillas, y estas puedan ser lanzadas por la planta madre a una
distancia que podría estar afectada por el viento, el agua, o, en el caso de algunas especies,
ser transportada por animales que las ingieren para defecarlas lejos del lugar de orígen.
Los patrones más comunes que se han sugerido para modelar el proceso de diseminación se
representan en la Figura 1. En estos patrones de dispersión, se señala con un cuadro negro
un sitio ocupado por un individuo, el cual puede lanzar a su vez, material de propagación a
los sitios señalados en gris.

Es conveniente hacer notar que un cuadro ocupado no necesariamente significa que este
contenga un solo individuo, sino que indica la presencia de esa especie en ese lugar. En este
capt́itulo se presenta una nueva forma de analizar la dispersíon de especies de acuerdo a un
BCP, que además de ser simple, permite incluir otros factores no incluídos comúnmente en
BCP’s, por ejemplo, podemos incluir factores importantes como el hecho bastante plausible
de que las semillas no todas son lanzadas a la misma distancia de la planta madre, sino
que podemos imaginar una distribución probabilística a la distancia que el material de
propagación puede llegar, como se ilustra en la Figura 2. Como veremos, esto no complica
el modelo, sino que demostraremos que el resultado es el mismo que para modelos en los
que el material de propagación se dispersa a una distancia fija. También veremos como estos
nuevos modelos son tan simples que permiten extenderse al caso en que dos especies se
expanden por el espacio y compiten por este.

Para lograr esto, necesitamos modificar un poco el BCP. En el BCP tradicional, el pro-
ceso de invasión del latice ocurre de la siguiente forma: primero, seleccione un patrón de
dispersión, que puede ser uno de los indicados en la Figura 1. Este patrón de dispersión tiene
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Figura 14.1: Algunos modelos de dispersión de especies en un látice. El cuadro negro indica
el orígen y los grises los lugares que pueden recibir semillas.

N elementos, que corresponden al número de sitios que pueden recibir una semilla lanzada
por el sitio orígen. Por ejemplo, en la Figura 1.a, N = 2 y en 1.d N = 6. En el BCP cada uno
de estos N sitios recibe una semilla, la cual puede ocupar el sitio con probabilidad λ, Esto
implica que el número de estos N sitios que estarán ocupados sigue una variable aleatoria
Binomial con parámetros N y λ. A esto, se agrega que cada uno de estos sitios ocupados
además del sitio original, puede sobrevivir a la siguiente unidad de tiempo con probabilidad
γ. El número de unidades de tiempo que un sitio ocupado sobrevive sigue entonces una
distribución geométrica con parámero γ, o sea

P (X = j) = (1−γ) γj , j = 0,1,2, ...

Cada sitio que sobrevive a la siguiente generación, se comporta independientemente de los
otros como un nuevo sitio original. Si el sitio que recibe una semilla está vacío, se ocupa con
probabilidad λ y si está ocupado, nada pasa, la semilla se desperdicia.

Hernandez y Hiebeler [150] introdujeron una modificación al BCP original que llamaron
BCP∗. La diferencia es simple pero será fundamental para simplificar el análisis posterior-
mente. En el BCP∗, cada unidad de tiempo cada sitio ocupado lanza una sola semilla a uno
de los espacios posibles, de acuerdo al esquema de dispersión seleccionado. Esta modificación
permitirá que las semillas de la misma planta compitan entre sí por espacio.

Antes de analizar el BCP∗, presentamos algunos resultados básicos relacionados con mo-
delos de ocupación de urnas.

Modelos de ocupación de urnas

Hay una correspondencia natural entre dispersión de especies y modelos de urnas, que
consisten en el análisis de las distribuciones probabilísticas derivadas de colocar canicas en
urnas. Johnson y Kotz [146] y Johnson et al [147]presentan un análisis muy completo de
estas distribuciones. En general, si colocamos b canicas en N urnas de tal forma que cada
canica tiene la misma probabilidad 1/N de aterrizar en cada urna, la probabilidad de que
exactamente y de ellas queden vacías es
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Figura 14.2: Agregando una distribución probabilística a la distancia que una semilla puede
bajar.

P (Y = y) =
N−y∑
i=0

(−1)i
(
y+ i

i

)(
N

y+ i

)(
N −y− i

N

)b
.

De aquí se deduce que la esperanza de urnas ocupadas es

E[X] =N −N(1−1/N)b,

que tiende a N(1−e−b/N ) para N y b moderados. Un resultado que establecemos sin prueba
es el siguiente: si cada canica lanzada tiene una probabilidad p de entrar a la urna, la
esperanza de urnas ocupadas es

E[X] =N −N(1−p/N)b,

que tiende a
N(1−e−bp/N ), (14.1)

para N y b moderados.

Modelos de urnas y dispersión de especies

Los resultados de la sección anterior tienen una aplicación inmediata en el análisis del
BCP∗: pueden ser usados para analizar como se verá la distribución de especies cuando
t→∞. En este ejercicio, asumiremos que λ= 1, es decir, la probabilidad de que una semilla
se adapte a un sitio vacío es 1. Para esto, imaginemos que tenemos un látice de tamaño
M y que la población ya está en equilibrio, es decir, de los M sitios disponibles, x de ellos
están ocupados, y x es tal que, el valor esperado de sitios ocupados a la siguiente unidad de
tiempo es x.

Ahora bien, si existe un valor de x con esas características, debe cumplir que el número
de sitios ocupados en (t, t+ 1) es igual al número de sitios que se desocuparon en (t, t+ 1).
Pero el número de sitios que se desocupan en (t, t+ 1) es x(1− γ), que es la esperanza
del número de individuos que mueren (sitios que se desocupan). Así, quedarán M(1−xγ)
sitios disponibles para recibir semillas. Sin embargo, observe que una vez que una semilla
es lanzada al aire, tiene una probabilidad p = 1−xγ de aterrizar en un sitio desocupado
(recuerde que había x sitios ocupados pero sobrevivieron a la siguiente unidad de tiempo
una fracción xγ), por lo tanto, la esperanza del número de sitios ocupados en la siguiente
unidad de tiempo es el mismo que cuando se lanzanMxγ canicas enM(1−xγ) urnas, y cada
una tiene una probabilidad 1−xγ de entrar en una urna. Usando (1) con N = M(1−xγ),
b=Mxγ and p= 1−xγ, tenemos
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x(1−γ) = (1−x γ)
(
1−e−x γ

)
, (14.2)

resolviendo para x nos da el equilibrio. Por supuesto, x= 0 es una solución siempre, pero si
existe una solución positiva, es la que debe tomarse.

Uno de los factores más importantes que debemos considerar, es que el resultado (2) no
depende de la topología de dispersión de las semillas (Figura 1). Es decir, el equilibrio x
es independiente del patrón de dispersión. Ahora bien, parece existir un pequeño problema:
estamos asumiendo que las semillas pueden ser ubicadas en cualquier punto del lárice, ya
que el resultado del modelo de urnas que estamos aplicando requiere una colocación de las
canicas al azar, y esto claramente es imposible, ya que un sitio ocupado no puede hacer
llegar sus semillas a cualquier lugar del látice, entonces, ¿de donde obtenemos la libertad
de usar este resultado?. La explicación es sencilla: imagine que todos los sitios ocupados
sobrevivientes a la siguiente generación, Mxγ, lanzan cada uno su semilla al mismo tiempo
y estas quedan suspendidas en el aire unos segundos: es claro que cada semilla solo podrá
caer en alguno de los sitios cerca del sitio original, es decir, del sitio que la lanzó al aire,
pero, esto es solo una abstracción, ya que si intercambia al azar la posición de cualquier
par de semillas que están “flotando”, es equivalente a conceder que cualquier semilla puede
caer en cualquier lugar, no necesariamente cerca del sitio donde se originaron, y esto puede
hacerse con todas las semillas que están “flotando”, así, podemos asumir que la “nube” de
semillas suspendidas en el aire producirá un efecto al caer similar a una colocación al azar.

Este truco de imaginar una “nube” de semillas flotando y cayendo simultáneamente en el
látice, implica que el resultado se mantiene también si agregamos una distribución probabi-
listica a la distancia que puede viajar una semilla, es decir, sin importar cual sea la forma
de dispersión empleada (Figura 1) o una posible distribución probabilística a la distancia
que la semilla puede viajar (Figura 2), el resultado (2) se mantiene como el equilibrio.

Resultado para dos especies en competencia por el espacio

Los resultados de los modelos de urnas se pueden extender a dos especies en competencia.
En este caso, necesitamos definir qué pasa si dos semillas de especie diferente ocupan un
espacio vacío en (t, t+1). Aquí, definimos un parámetro φ donde φ es la probabilidad de que
el sitio sea colonizado por la especie 1, es decir, la probabilidad de que el sitio sea colonizado
por la especie 2 es 1−φ. La competencia de dos especies por espacio ha sido modelada
extensivamente. Para más detalles, ver Durrett y Levin [151], Bolker and Pacala [152]. Sean
x1 y x2 los respectivos equilibrios de las especies 1 y 2. Defina

f(x1,γ) = 1−e−x1γ ,

y
θ = 1−x1γ1−x2γ2.

Entonces el equilibrio cumple con:

x1(1−γ1) = f(x1,γ1)θ[1−f(x2,γ2)θφ],
x2(1−γ2) = f(x2,γ2)θ[1−f(x1,γ1)θ(1−φ)].

(Para detalles de la demostración, vea el Apéndice).

Usando γ1 = 0,75 and γ2 = 0,752, con φ= 0,62, el equilibriio es x1 = 0,61 y x2 = 0,14 Una
simulación estocástica de este proceso de ocupación durante 1×104 unidades de tiempo se
muestra en la Figura 3. Si cambiamos φ a 0,6 la especie 2 se extingue. En estas simulaciones
se usó el modelo Moore de dispersión con k = 3.
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Figura 14.3: Evolución del proceso de ocupación de dos especies con γ1 = 0,75 (abajo) y
γ2 = 0,752 (arriba) con φ= 0,62. Las semillas se dispersaron usando k = 3 con el modelo de
Moore. Las líneas representan el equilibrio calculado.

Discusión

Los modelos de urnas son muy versátiles. Resultados básicos de estos modelos pueden
utilizarse para modelar la dispersión de una o más especies en un látice. Aunque es verdad
que los resultados requieren soluciones numéricas para encontrar el equilibrio, también es
cierto que su mecánica es muy simple lo que los hace accesibles a investigadores cuya área
de especialidad no son las matemáticas.

Apéndice

Sea M el número total de sitios disposable. Sean x1 y x2 la fracción de sitios ocupados
en el equilibrio por cada especie. Sea γ1 y γ2 las respectivas probabilidades de sobrevivencia
y φ la probabilidad de que la especie 1 “derrote” a la especie 2 cuando las dos ocupan
simultáneamente un sitio vacío. Antes de la reproducción, ocurren las muertes en cada
especie y la fracción de sitios ocupados es ahora x1γ1 y x2γ2, esto implica que los la esperanza
de la fracción de nuevos sitios ocupados debe igualar x1(1− γ1) y x2(1− γ2) para cada
especie.

Sea α1 la fracción de sitios vacios que recibirá una semilla de la especie 1. Sea α2 el
equivalente para la especie 2. La fracción de nuevos sitios ocupados por la especie 1 es

α1−α1α2 +α1α2φ= α1((1−α2) +α2φ). (14.3)

Ahora, la probabilidad de que la semilla caerá en un sitio vacío es θ = 1−x1γ1−x2γ2.
Usando (1) con b = Mx1γ1 y N = M puede verse que los Mx1γ1 sobrevivientes deben
producir el mismo número de semillas que caerán en una fracción

f(x1,γ1) = 1−e−x1γ1 ,

del total de sitios en el látice. Muchos de estos sitios están ocupados ya por individuos de
la especie 1 y 2 en la unidad de tiempo anterior. De esta fracción, una fracción θ caerán en
un sitio vacío, así, llegamos a una expresión para la fracción de sitios vacíos que recibirán
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una semilla de la especie 1
α1 = f(x1,γ1)θ. (14.4)

Podemos obtener α2 usando un argumento similar. Combinando estos resultados con (14.3)
llegamos a las siguientes expresiones:

x1(1−γ1) = α1((1−α2) +α2φ),
x2(1−γ2) = α2((1−α1) +α1(1−φ)),

que después de simplificarse resultan en (11) y (12).



Capítulo 15
La dinámica de un virus dentro del huésped

La epidemiología tradicionalmente describe la propagación de enfermedades infecciosas
a nivel poblacional [8, 9]. En este capítulo nos enfocamos brevemente en la dinamica de
virus en un distinto nivel: a nivel del sistema del individuo que está infectado por algu-
na enfermedad infecciosa. Aquí describimos como el virus se transmite de célula a célula.
Mucha investigación se ha generado para descubir la leyes que gobiernan la propagación de
agentes infecciosos, su interacción con el sistema immune y su respuesta a algún tratamiento
específico.

El sistema de inmunidad adquirida se compone de células y procesos altamente espe-
cializados que eliminan o evitan las amenazas de patógenos. Se cree que apareció con los
primeros vertebrados. El sistema inmunitario adaptativo o específico es activado por el sis-
tema inmunitario innato, no específico, ya que una vez que los antigenos hayan atravesado
el sistema de inmunidad innata quedará por activarse el sistema de inmunidad adaptativa.
El sistema inmunitario innato, en cambio, es el principal sistema de defensa contra los pa-
tógenos en casi todo el resto de seres vivos.

La respuesta inmune adaptativa proporciona al sistema inmunitario vertebrado la capa-
cidad de reconocer y recordar patógenos específicos generando inmunidad y ofreciendo res-
puestas más potentes cada vez que el patógeno es reencontrado. Es una inmunidad adaptiva
para que el sistema inmunitario del cuerpo esté preparado para amenazas futuras. El siste-
ma es altamente adaptable gracias a la hipermutación somática (un proceso de mutaciones
somáticas aceleradas) y la recombinación V(D)J (una recombinación genética irreversible de
segmentos de genes de los receptores de antígeno). Este mecanismo permite que un número
reducido de genes produzca una inmensa cantidad de receptores de antígeno diferentes, que
entonces son expresados de manera única a cada linfocito individual. Como la recombinación
genética comporta un cambio irreversible en el ADN de cada célula, toda la descendencia de
esta célula heredará los genes que codifican la misma especificidad de receptores, incluyendo
los linfocitos B de memoria y los linfocitos T de memoria, que son la clave de la inmunidad
específica permanente.

Un modelo para entender la dinámica del virus dentro del huésped

El modelo básico [153] para la dinámica de virus tiene tres variables: los tamaños de
poblaciones de células no infectadas, x, células infectadas, y, y partículas del virus libres, v,
en el sistema.
Las partículas de virus libres en el sistem infectan células no infectadas a una taza propor-
cional al producto de sus abundancias βxv. La taza constante, β, describe la eficacia de este
proceso, incluyendo la taza a la que las partículas de virus encuentran células no infecta-
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das y la probabilidad de que una infección exitosa ocurra. Las células infectadas producen
partículas de virus libres a una taza que es proporcional a sus abundancias, ky. Las células
infectadas mueren a una taza ay, y las partículas de virus se remueven del sistema a una taza
uv. Por lo tanto, el tiempo promedio de vida de una célula infectada es 1/a, mientras que el
tiempo promedio de vida de una partícula de virus es 1/u. La cantidad total de partículas
de virus producidas por una célula infectada se le llama “burst size” y está dado por k/a.
En adición a la dinámica que describe la infección de un virus, tenemos que especificar la
dinámica de la población de células no infectadas. Una suposición simple es que las células
no infectadas son producidas a una taza constante, λ, y mueren a una taza dx. El tiempo
promedio de vida de una célula no infectada es por lo tanto 1/d. En ausencia de infección, la
dinámica de células está dada por la ecuación diferencial lineal ẋ= λ−dx y la abundancia
de células no infectadas convergen al equilibrio λ/d.
Al combinar la dinámica de virus y células dentro del huésped se obtiene el model básico de
la dinámica de virus (Figura 1).
Este model esta dado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias nonlineales:

ẋ = λ−dx−βxν,
ẏ = βxν−ay, (15.1)
ν̇ = ky−uν.

Parámetro Descripción
λ taza a la que las células no infetadas son producidas
d taza de muerte de células no infectadas
β taza a la que las partículas de virus libres infectan células no infetadas
k taza a la que las células infectadas producen partículas de virus
a taza de muérte de células infectadas
u taza a la que las partículas de virus se remueven

+ •

Célula no infectada (x) Célula de virus libre (v) Célula infectada (y)

•

k

β

d

λ

u α
Figura 15.1: Un modelo para la dinámica de virus a nivel huésped.

El número reproductivo básico, R0

El número básico reproductivo es el número de células infectadas generadas a partir de
una célula infectada cuando todas las células están no infetadas en el sistema.
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La taza a la que una célula infectada genera nuevas células infectadas está dado por βkx/u.
Si todas las células están no infectadas, entonces x = λ/d. Puesto que el tiempo promedio
de vida de una célula no infectada es 1/a, obtemos que

R0 = βkλ

adu
.

Si R0 < 1, entonces el virus no podrá propagarse; si R0 > 1, entonces tenemos un equilibrio
positivo de partícultas de virus y de células infectadas.

Equilibrios

Cuando R0 > 1, el equilibrio de abundancia de células no infectadas, infectadas, y de
partículas de virus está dado por:

x∗ = au

βk
= x0
R0

,

y∗ = (R0−1) du
βk
, (15.2)

ν∗ = (R0−1) d
β
.

Simulaciones

A continuación se muestran algunas simulaciones del modelo de la dinámica de virus a
nivel huésped. Las simulaciones fueron generadas en MATLAB al variar los parámetros del
modelo: β, k, y u (ver Tabla 1 para recordar su describción e importancia biológica).
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Figura 15.2: El papel que juega β (infectividad viral) en el modelo
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Figura 15.3: El papel que juega k (el “tamaò de explosión”) en el modelo

0 50 100
0

2

4

6

8

10
x 10

5

Time(days)

U
n
in

fe
c
te

d
 c

e
lls

 (
x
)

0 50 100
0

1

2

3

4

5

6

7

8
x 10

5

Time(days)

In
fe

c
te

d
 c

e
lls

 (
y
)

0 50 100
0

1

2

3

4

5

6
x 10

7

Time(days)

F
re

e
 v

ir
u
s
 (

v
)

u=5

u=1

u=5

u=1

u=5

u=1

Figura 15.4: El papel que juega u (la eliminación viral) en el modelo.



Capítulo 16
La importancia de la Pedagogía Matemática en el
Modelaje Matemático

Las matemáticas no tienen sentido

Algunos de los resultados mas decepcionantes en las Matemáticas educativas fueron pu-
blicadas por Reusser [154], quien analizó las respuestas que 97 estudiantes estadounidenses
de primer y segundo grado de primaria dieron a preguntas que no tienen sentido alguno,
por ejemplo

“There are 26 sheep and 10 goats on a ship. How old is the captain?” “There are 125 sheep and 5
dogs in a flock. How old is the shepherd?”

1

De los 97 estudiantes encuestados, 76 proporcionaron soluciones numéricas a estas pre-
guntas utilizando operaciones apropiadas que resultaran en soluciones congruentes con el
contexto de las preguntas. En la primera, la suma de las dos cantidades resulta en la solucion
mas congruente; mientras que en la segunda esta solución resulta de la división de las dos
cantidades proporcionadas.

Desafortunadamente, los estudiantes de matemáticas llegan a sentir que es necesario pro-
porcionar respuestas a todas las preguntas, aún cuando estas no tienen sentido. Una de
las razones principales es que los estudiantes rápidamente aprenden en sus clases de Ma-
temáticas que todas las preguntas tienen respuestas, y que estas deben de ser obtenidas
mediante el razonamiento analítico implementando herramientas matemáticas. Tristemen-
te, este razonamiento es adquirido desde el primer dia de estudios, y las matematicas se
convierten en algo que tiene que ser calculado numericamente en vez de algo que tiene que
ser conceptualizado y entendido.

La histórica inclusión de ejercicios de “modelaje matemático” en los libros de texto que no
requieren conceptualización alguna suelen convertirse en tareas hostiles para los estudiantes.
Muchos de estos ejemplos se basan en crear procesos intensos en computación sin que estos
tengan sentido. Jo Boaler [155, p. 52], usa el termino “pseudocontexto” para referirse a estas
tareas, dando bastantes ejemplos como el siguente

A restaurant charges $2,50 for 1
8 of a quiche. How much does the whole quiche cost?

2

1

“Si tienes 26 ovejas y 10 chivos en una embarcación, ¿cuantos años tiene el capitan?”
“Si tienes 125 ovejas y 5 perros en un rebaǹo, ¿cuantos años tiene el pastor?"

2 Everybody knows that people work together at a different pace than when they work along, that food
sold in bulk such as a whole quiche is usually sold at a different rate than individual slices, and that
if extra people turn up at a party more pizza is ordered or people go without slices – but none of this
matters in Mathland. [155, p. 52]
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3 Si los estudiantes tuvieran que razonar el problema del pastel en el contexto de la
vida real, basado en la experiencia de comprar un pastel, esta tarea no tiene una respuesta
tal como la del problema del capitan [154]. El problema del pastel tiene sólamente una
respuesta, inducida por las normas establecidas en el salón. Como esta es una pregunta
realizada en un contexto matemático y toda pregunta en este contexto tiene una solución,
entonces la suposición, incorrecta, de que el precio del pastel es la suma de los precios de
cada rebanada tiende a ser asumida. Esta misma suposición que ayuda a encontrar una
“solución” al problema del pastel es lo que lleva a la mayoría de estudiantes a contestar la
pregunta del capitan de una forma incorrecta.

Modelaje Matemático, ¿qué es y por qué?

Mucha gente ha intentado explicar qué es el modelaje matemático. La mayoría lo descri-
ben como un tipo de interacción, mapeo, o transición entre el mundo real y el mundo de las
Matemáticas (véase [156] poe ejemplo). Estos intentos de explicar el modelaje matemático
siempre terminan siendo un poco confusos. Entonces la pregunta es: ¿como distinguir un
buen mapeo de uno malo?

Smith, Haarer y Confrey tomaron un enfoque distinto [157]. En vez de intentar describir
qué es el modelaje matemático, ellos buscaron la manera de describir el por qué alguien
lo utilizaría. Esto termina siendo un enfoque útil, porque, una vez establecidos los valores
que describen el propósito de un modelo, si este modelo satisface dichos valores, podemos
concluir que el es un buen modelo.

Smith, Haarer y Confrey [157] identificaron que el concepto erróneo mas grande en el mo-
delaje matemático es pensar que el propósito principal este, es describir y predecir. De esta
manera, los mejores modelos serían aquellos con las mejores predicciones. Claramente, esta
es una perspectiva erronea, ya que limita la manera en que los estudiantes se desenvuelven
en esta actividad, además porque un modelo no puede recrear la realidad completamen-
te. Basados en estudios científicos, los investigadores establecieron una guía para utilizar
modelos matemáticos con un enfoque científico:

1. Modelo como “caricatura” de un sistema en el que se estudia principalmente la dinámica.
2. Modelo como “experimento”, esta es una manera para generar evidencia de la viabilidad

de una idea o mecanismo mediante la acumulación de resultados de multiples modelos.
3. Modelo “principal”, donde los resultados matemáticos pueden eliminar posibles com-

portamientos (cuando el mecanismo es conocido) o posibles mecanismos (cuando el
comportamiento es conocido).

4. Modelo “empírico”, donde el modelo suguiere los datos empíricos necesarios para estu-
diar y analizar a fondo el problema científico.

5. Modelo “dialéctico”, donde la combinación de los resultados del modelo y el conocimeinto
de los investigadores es usado para la generación de nuevos resultados científicos.

El proposito principal de todos estos modelos no es el de predecir o el de encontrar
una solucion al problema, sino la exploración que nos ayude a comprender la manera en la
que el modelo se comporta. Más alla de una simple predicción, los modelos nos ayudan a

3

Si un restaurante cobra $2,50 por 1
8 de un pastel, ¿cuanto cuesta el pastel completo?

Como todos sabemos, una persona trabaja a un paso diferente cuando esta sola que cuando esta en
un equipo, de la misma forma, la comida tiene diferentes precios cuando esta se vende por pieza o
por mayoreo. En una fiesta, si extra invitados atienden la fiesta, más pizza tiene que ser ordenada
o algunas personas se quedaran sin comer – pero al parecer esto no importa en la tierra de las
Matematicas [155, p. 52].



16 La importancia de la Pedagogía Matemática en el Modelaje Matemático 135

crear teorías, generar hipótesis, comprobar o rechazar teorías y sugerir nuevas avenidas de
exploración.

Por ejemplo, si condieramos el caso de Resnick [158] [158, p. 68–74], en donde describe
como dos estudiantes de bachillerato, Ari y Fadhil, mientras trabajaban en el programa
StarLogo con enfoque en modelaje de agentes y cursaban la clase de manejo, desarrollaron
la idea de comprender a fondo las causas del congestionamiento vial. Usando StarLogo,
Ari y Fadhil desarrollaron varias simulaciones de choferes en autopistas y exploraron sus
comportamientos que a su vez podrian contribuir o eliminar el congestionamiento vial. A
pesar de que Ari y Fadhil no lograron simular satisfactoriamente los congestionamientos
viales, ellos descubrieron comportamientos como que el congestionamiento vial se mueve en
olas en dirección opuesta al trafico vehicular y, que el echo que todos los vehículos comienzen
con la misma velocidad inicial no ayuda en la prevención del congestionamiento vial, por lo
menos mientras estos no mantengan distancias similares entre si.

La historia de Ari y Fadhil es muy diferente al ejemplo del pastel. Primero, su tarea
era la de investigar sus curiosidades en vez de resolver un problema que alguien les asignó.
Segundo, ellos no estaban buscando una solución que fuera avalada por un profesor, ellos
solo buscaban comprender y satisfacer sus curiosidades acerca del congestionamiento vial.
En otras palabras, tenemos a dos estudiantes de bachillerato investigando un problema de
la vida real utilizando herramientas matematicas sin ninguna respuesta disponible. Ari y
fadhil estaban realizando investigación científica, algo que los problemas como el del pastel
no lo lograrán jamás.

La lección: las metas del modelaje deben de enfocarse en la comprensión de comporta-
mientos, no en la busqueda de una respuesta. Por consiguiente, las preguntas deben de ser
abiertas y de preferencia creadas por el estudiante.

Tensión entre las Matemáticas escolares y el modelaje matemático

Problemas como el del pastel son generalmente utilizados porque los maetros tratan
de cubrir un tema particular. En este caso, el problema es profundizar en el estudio de
las proporciones, donde la meta es que los estudiantes puedan manipular ecuaciones de
proporción como

1
8 = 2,5

x
.

La idea de enseñar proporciones es acertada, pero el problema de este método es que
se está sacrificando la enseñanza de el modelaje matemático. Igualmente, la enseñanza del
modelaje matemático es percibida como forzada y, que sacrifica temas particulares. En el
caso de Ari y Fahil, nos damos cuenta que ellos aprendieron acerca de los patrones de tráfico
y computación, pero a la vez se prepararon para la clase de cálculo, aunque esto sea difícil
de apreciar.

Existen al menos tres maneras de aminorar dicha tensión. La primera es aceptar la impor-
tancia de la invensión de la computadora, a lo que llama Strogatz [159] “la tercera manera de
hacer ciencia”, esta herramienta otorga a los científicos la habilidad de estudiar “fenomenos
que son muy grandes o muy rápidos para ser observados mediante experimentos tradiciona-
les y, que a la vez son muy complejos para analizarlos a mano”. El invento de la computadora
ha sido responsable de innumerables avanzes científicos en los ultimos 60 años, por lo cual
es razonable que los estudiantes aprendan los métodos modernos de hacer ciencia.

La segunda es la de examinar como el aprendizaje de la programación computacional
prepara a los estudiantes para la clase de cálculo. Por ejemplo, los datos de Moore [160],
sugieren que los estudiantes que tomaron cursos de ciencias de la computación desarrollan
una noción mas robusta acerca de la función como algo manipulable, quizá esto se deba
a que el declarar y manipular subrutinas es una actividad cotidiana en las ciencias de la
computación. Estas experiencias les pueden ayudar a comprender que las funciones pueden
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ser transformables (como en la clase de precálculo) u operables (como en el caso del operador
de la derivada).

La tercera consiste en examinar como se puede incorporar el modelaje matemático en el
currículo escolar. Es mejor enfocarse en ambas metas complementándose así mismo en vez
de competir.

Aprendizaje por experiencias

Lo que sabemos del trabajo de investigadores en educación como Piaget [161] y Cooper
[162], es que los estudiantes aprenden de sus acciones y experiencias. Cuando esto es ignora-
do, los estudiantes terminan aprendiendo técnicas que les suelen perjudicar y que terminan
siendo difícil de cambiar.

En el ejemplo del capitán, de Reusser [154], los estudiantes aprendieron a resolver proble-
mas, basados en su experiencia que todas las soluciones son el resultado de alguna operación
con los valores presentados. Como los números 26 y 10 están relativamente cerca y la suma
nos resulta un número que produce una edad adecuada, pareciera que el resultado de la
suma debe ser una respuesta correcta. Los números 125 y 5 están relativamente distantes,
por lo tanto aparentemente la mejor respuesta es producida por una división.

Un ejemplo más ilustrativo viene de Paul Cobb via Shoenfeld [156]. Cobb preguntó en
varias escuelas primarias preguntas como:

9−� = 6,
�−5 = 7,
8 = �−3.

La mayoría contestaron satisfactoriamente pero Cobb notó que en un salón los estudiantes
contestaron de una manera consistente: 3,2, y 5. Contestando correctamente tan solo el
primer problema. Las hojas de trabajo de ese salón poseían una propiedad peculiar, todos
los problemas tenían la caja vacía en el centro

9−� = 6,
7−� = 5,
8−� = 3.

Lo que los estudiantes habían aprendido de estas hojas de trabajo es que los problemas
de sustracción siempre involucran los mismos pasos. Para ellos, la sustracción consiste en
restar el numero mas pequeño del mas grande, y eso es lo que intentaron en los problemas
de Cobb.

No es difícil encontrar estos tipos de problemas en la literatura de la matemática edu-
cativa. Leinhardt, Zaslavsky, y Stein [163] se percataron que cuando los estudiantes hacen
graficas, ellos solo conectan los puntos ignorando las propiedades de estos, porque a muy
temprana edad esto era lo que se les requeria y es lo que ellos pensaban que era graficar.
Hitt y Planchart [164] nos cuentan la historia del estudiante que piensa que las graficas no
continuas no son funciones, solo porque todas las funciones que ha estudiado son continuas.

Tall y Vinner [165] nos dan las diferencias entre la definición conceptual y la imagen con-
ceptual. Una definición conceptual sería la descripción verbal que delinea la aplicación de la
palabra, mientras la imagen conceptual está compuesta de las experiencias, representaciones
visuales, etc. que se nos vienen a la mente, o están asociadas con una palabra particular.

Para las Matemáticas, las definiciones son una parte fundamental, pero su uso requiere
de ciertas habilidades adquiridas, entre ellas la imagen conceptual. Por ejemplo, es muy
difícil definir lo que es un “perro”, de una manera que incluye casos raros como perros con
3 patas o perros calvos y excluye animales similares como los gatos y los zorros. A pesar
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que es difícil definir lo que es un perro, un niño no tiene ningún problema identificando uno,
aunque este tenga solo 3 patas.

Esto nos indica que, a pesar que los estudiantes se memorizen y puedan recitar la defini-
ción de una función, esto no es lo que usan para juzgar qué es una función [166]. En lugar de
usar la definición conceptual, los estudiantes utilizan sus experiencias personales de graficar
curvas suaves con un lápiz [164], conectar los puntos [163]; considerar una ecuación simple
que tenga una expresión fácil en la parte izquierda con términos complejos que involucran
paréntesis y tal vez una x en la parte derecha [166].

¿Cuáles son las experiencias que importan para aprender el
modelaje matemático?

Entonces, si los estudiantes aprenden de sus experiencias en vez de las definiciones, la
manera mas eficiente de enseñar es creando buenas experiencias. El primer paso es identificar
qué es importante y el segundo es encontrar o amoldar experiencias.

Calculativo contra cuantitativo

Thompson [167] describe la diferencia entre la orientación calculativa y cuantitativa.
La orientación calculativa se trata de manipular símbolos para obtener una respuesta. La
orientación cuantitativa intenta comprender la situación y sus suposiciones, para determinar
que cálculos son necesarios. Thompson nos ayuda a diferenciar las dos mediante el siguiente
ejemplo.

I walk from home to school in 30 minutes, and my brother takes 40 minutes. My brother left 6
minutes before I did. In how many minutes will I overtake him?

4

Una manera de resolver el problema es mediante la ecuación (6 + t) d40 = t d30 , y resolver
para t. Este enfoque se basa en utilizar las reglas del Algebra y por eso el contexto del
problema solo aplica al principio y al final del proceso.

El método cuantitativo mantiene el contexto del problema durante el proceso completo.
Thompson nos presenta el próximo ejemplo para describir este método [167].

1. Imagina a mi hermano y yo caminando, lo que importa es la distancia entre los dos y
qué tan rápido esta se acerca a cero.

2. La distancia entre los dos se acorta y la tasa de reducción es la diferencia entre las
velocidades en que los dos caminan.

3. Si a mi me toma 3
4 del tiempo que le toma a mi hermano caminar la misma distancia,

entonces yo camino a una velocidad de 4
3 comparada con la de mi hermano.

4. Como yo camino a una velocidad 4
3 comparada con la de mi hermano, la diferencia de

nuestras velocidades es 1
3 de la velocidad de mi hermano.

5. La distancia entre los dos se reduce con una tasa de 1
3 la velocidad de mi hermano y,

entonces, el tiempo que me toma para que esta distancia sea cero, es tres veces lo que
le tomo a mi hermano caminar esta distancia.

6. Entonces alcanzaría a mi hermano en 18 minutos.

4

Si me toma 30 minutos para caminar de mi casa a la escuela y a mi hermano le toma 40 minutos.
Dado que mi hermano salio 6 minutos mas temprano que yo, ¿en cuanto tiempo lo alcanzaré?
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Nótese que solamente se muestra el rasonamiento pero el método cuantitativo se puede
convertir en algebráico, donde la manipilación de símbolos es requerida y extensa, siempre
y cuando se mantenga el contexto del problema.

Ad-hoc y los primeros principios del modelaje matemático

La distinción entre la orientación calculativa y cuantitativa es similar a la distinción entre
ad-hoc y los primeros principios del modelaje matematico descrita por Castillo-Chavez en
[157]. Usando un ejemplo de Smith, Haarer y Confrey [157], considera el término de acción
masiva en un modelo epidémico. Un método calculativo o modelo ad-hoc, es pensar que el
término de acción masiva se refiere a un término de interacción que produce un resultado
deseado. El método cuantitativo o modelo de primer principio, es considerar que el término
de acción masiva describe una mezcla probabilística uniforme que raramente ocurre en un
población real.

Lineal contra no lineal

Thompson [168], nos cuenta la historia de una maestra de matemáticas, que en este libro
la llamaremos Sandra. “Sandra” estaba enseñando a sus estudiantes a encontrar la ecuación
de una línea usando dos puntos, cuando de pronto se confundió y lo siguiente aconteció

1. S: (Grafica los puntos (3,1) y (7,4) en un plano cartesiano en el pizarrón.) Ahora vamos
a trabajar en algo un poco diferente, ahora tenemos dos puntos y la meta es encontrar
la ecuación de la linea que los conecta. ¿Alguien tiene una idea de como hacer esto?

2. (Silencio)
3. Bien, fíjense que esta linea se mueve 4 unidades a la derecha y 3 unidades para arriba

(dibuja los segmentos). ¡Entonces, si seguimos este comportamiento hasta que x sea 0
podemos encontrar la ordenada al origen! Entonces, si movemos 4 unidades a la izquierda
(traza el segmento en el pizarrón de (3,1) hasta (-1,1))

4. S: (long pause) Esto lo terminamos mañana. (Pausa) Aquí tienen esta hoja de trabajo,
solamente enfoquence en los problemas con un punto.

La dificultad de Sandra se originó por el significado de la pendiente de magnitud 3
4 y,

utilizar los segmentos de 4 en relacion a lax y segmentos de 3 para la y. Al momento que se
percata que la ordenada al origen no es un número entero y que este proceso no resultara
en la solución, la profesora Sandra lo abandona.

La solución para el problema de Sandra está basada una definición más sofisticada para
la pendiente: “una pendiente de 3

4 ïndica que para un cambio acumulado en un valor de x,
el cambio acumulado que le corresponde a y es de 3

4 el valor del cambio acumulado de x. Es
por eso que, si el cambio en x es de −3 entonces el cambio correspondiente a y es de 3

4 (−3)
y la ordenada al origen es 1 + 3

4 (−3).
El definir la pendiente de una manera en la que el cambio correspondiente a y es propor-

cional para todos los valores de x es muy importante. Se puede pensar que esto también se
pudo interpretar de forma que por cada unidad de x, el cambio correspondiente para y es
de 3

4 , pero esto no resolveria el problema.
Consideremos el siguiente problema:

On Monday I put 65 dollars under my mattress. Every subsequent Monday morning, I slip an
additional $10 under my mattress. Sketch a quick graph of what my “mattress fund"looks like over
the first four weeks.
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5

La solucion correcta es la funcion escalón, ya que la cantidad debajo del colchón solo
cambia los lunes. Esta pregunta la he utilizado al principio de todas mis clases, el año
pasado solo 4 de 178 estudiantes lograron trazar una grafica apropiada, 150 trazaron una
linea continua y los demás por lo general trazaron lineas.

Por supuesto, para los estudiantes de cálculo, habilidades como esta donde tienen que
pensar en líneas y pendientes en pequeños incrementos son críticas.

La escuela tradicional también se olvida de distinguir el concepto lineal como una pro-
piedad geométrica, ya que solo se toma como línea o curva debido a la complejidad del
sistema. En la clase de sistemas dinámicos, las funciones exponenciales son aclamadas por
sus propiedades lineales. El proceso de linealización de ecuaciones diferenciales aproxima el
comportamiento local de la función con una exponencial, desafortunadamente las propie-
dades lineales de las funciones exponenciales son completamente ignoradas en las escuelas
[169, 170].

Discreto contra Continuo

Las dificultades que tienen los estudiantes para conectar conceptos como los del problema
del colchón o los descritos por Leinhardt, Zaslavsky y Stein [163], pueden ser causadas por no
distinguir entre lo continuo y lo discreto. Cuando un estudiante solo trabaja con problemas
que involucran cantidades o puntos con espacios entre sí, se le hace dificil razonar que
sucede entre estas cantidades o puntos [171, 169, 172]. Una posible solución es hacer que los
estudiantes piensen en intervalos cada vez mas pequeños, aunque nunca habrá un intervalo
lo suficientemente pequeño.

La distinción entre lo continuo y lo discreto tiene un gran impacto en el cmportamiento
de los sistemas dinámicos. Mientras que para los sistemas discretos unidimensionales co-
mo Pn+1 = rPn(1−Pn) es posible observar comportamientos caóticos, el caos es imposible
en sistemas continuos de dimensión menor que tres, sin importar su complejidad. A pesar
de esto, el trabajo con estudiantes nos demusetra que es muy difícil distinguir los proble-
mas discretos de los continuos, ya que estan acostumbrados a trabajar graficando puntos
y conectandolos [163]. Hasta los estudiantes mas exitosos prefieren los números enteros o
números racionales, los cuales muestran espacios uniformes que interfieren con el desarrollo
para generar conclusiones acerca de sistemas continuos [171, 169, 172].

El forzar a los estudiantes a trabajar con intervalos cada vez más pequeños, en particular
es problemático cuando estos tienen problemas en distniguir entre lo que es un límite y
el proceso para encontrar el límite [173, 174, 175, 176]. Por ejemplo, la mayoría de los
estudiantes prefieren decir que 0,33333 · · · se acerca a 1

3 [174] o es aproximadamente 1
3 [176],

en vez de decir que es exactamente 1
3 . Si los estudiantes tienen dificultad para imaginar que

el límite de una secuencia decimal es una fracción, ¿qué esperanza tenemos para enseñarles
que el límite de una sucesión de conjuntos de puntos es un intervalo?

La solución, como en el caso de 0,333 · · ·= 1
3 , es enseñar la sucesión y el límte como dos

temas separados. Primero enseñar la fracción 1
3 y luego su representación decimal. Clara-

mente, esto no siempre funciona, pero es mejor que enseñarles 0,333 · · · como el significado
fundamental de 1

3 . En una forma similar, los estudiantes necesitan comprender la continui-
dad antes de ser expuestos a los límites.

Esta solución proviene de la semántica cognitiva [177]. Típicamente los humanos compren-
demos ideas abstractas como la “moción ficticia” y el viaje a través del tiempo. Entonces,

5

Si el lunes guarde 65 dolares debajo de mi colchón y continué guardando 10 dolares cada lunes
sucesivamente, haz una gráfica que represente mi cuenta de ahorros por las primeras 4 semanas.
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para comprender un comportamiento continuo tenemos que usar la noción de movimiento,
que es inherentemente continua. Investigaciones con estudiantes demuestran que la moción
y los gestos juegan un papel importante en el desarrollo de las imagenes conceptuales de
una situación [178, 179].

Un papel crítico e importante es el papel que juega tiempo en el que se plantea una situa-
ción dinámica. El ejemplo de la ecuación logística discreta y la ecuación logística continua,
ilustra la diferencia entre el razonamiento continuo y discreto del tiempo. Los comporta-
mientos matemáticos son diferentes y los estudiantes suelen obtener conclusiones diferentes
si utilizan uno u otro [171, 169, 172, 168]. Cuando los estudiantes razonan con tiempo, ellos
lo pueden hacer de dos maneras: imaginar que cada cambio es completo o que el cambio
está en progreso, es decir, cambiando mientras ellos imaginan la situación. El segundo es
similar a la noción de fluentes, que Newton utilizó para la creación del cálculo de los sistemas
dinámicos [180].

Entonces, es necesario entender que el razonamiento continuo, antes que los límites, utiliza
dos procesos: imaginar un cambio en el progreso y, utilizar herramientas como gestos y
animaciones para ayudar en la visualización [171].

Determinístico contra Estocástico

Por último, la distinción entre modelos determinísticos y estocásticos. Contrario a los
modelos determinísticos, los modelos estocásticos generalmente son matemáticamente más
complejos. Esto nos indica que los modelos estocásticos se prestan para la simulación y
reducción en complejidad matemática pero pierden profundidad analítica.

Los procesos estocásticos son conocidos por su aplicabilidad y a la vez son responsables
de ayudar estudiantes a desarrollar el razonamiento matemático requerido para la investiga-
ción utilizando el modelaje matemático [158]. Debido al alto grado de complejidad, un poco
de experiencia en programación suele permitir a los estudiantes explorar sistemas comple-
jos imposibles de analizar solo con herramientas algebraicas. Por eso la computadora y la
programación les abren las puertas al modelaje matemático.

Contrario al enfoque meramente determinístico, el enfoque utilizado en las escuelas es el
de reducir la complejidad matemática para que esta sea accesible. Pero por lo regular esta
es reducida hasta el punto en que los problemas pierden sentido tal como el problema del
pastel.

El papel de la investigación en las matemáticas educativas

Por último es importante realizar que para ser un buen profesor no basta con ser un buen
matemático. Un buen matemático goza de muchas ventajas [181] que le facilita la creación
de problemas, ejercicios, ejemplos y contra ejemplos para demostrar un punto. Ellos pueden
reaccionar al momento sólo si reconocen que tienen que reaccionar y ayudar al estudiante
una vez que se identifica una dificultad. Johnson y Larsen [181] indican que el saber cuando
actuar y el identificar la dificultad son dos cosas completamente diferentes. Esto quiere decir
que a pesar que un matemático pueda identificar a un estudiante que tiene dificultades y
que apesar que puede generar ejemplos para ayudar, no siempre puede descifrar la causa de
la dificultad. El saber por qué un estudiante se comporta de cierta manera es una tarea que
requiere mucho tiempo. Dentro de una aula, donde el tiempo es de esencial, no siempre es
fácil encontrar el por qué un estudiante llegó a esa conclusión o realizó esa pregunta.

Esta la importancia de leer acerca de la investigación en la matemática educativa, en es-
ta, se documentan los comportamientos estudiantiles y sus causas. Cuando un matemático
es culto en la literatura de la matemática educativa, el identificar las causas de las confu-
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siones de los estudiantes se convierten en el reconocimiento de patrones, en vez de armar
un rompecabezas. Esto ayuda a los matemáticos a reaccionar y les permite ayudar a los
estudiantes de una manera mas rápida y eficaz. Fácilmente pueden reconocer el comporta-
miento, identificar la causa y utilizar su conocimiento matemático para generar ejemplos o
ejercicios apropiados.
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